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ALLE BEOHTE, EDTSOHLIBSSLICH DES OBEBSETZUNOSSECHTS, YOBBEHAIiTEN. 



Yor^t\rort. 

Schon im Jahre 1809 hat Soldner auf eine merkwürdige 
Analogie, hinsichtlich einiger Kettenbruchentwicklungen, zwischen dem 
Integrallogarithmus li(ß""*) und der sogenannnten Kramp sehen 
Transzendente L(x) aufmerksam gemacht. 

Fünfzig Jahre später hat Schlömilch in seiner ersten Ab- 
handlung über Fakultäteiireihen, offenbar aber ohne die Bemerkung 
von Soldner zu kennen , die Ursache dieser Analogie entdeckt, in- 
dem er die beiden Transzendenten als Spezialfälle einer allgemeinen 
Funktion von zwei Variabein herleitete. Die von Schlömilch be- 
trachtete allgemeine Funktion war diejenige durch die Identität 
r(v) = P^(i/) + Qxiy) definierte, später als Prymsche ^-Funktion 
bezeichnete, Funktion, welche in v eine ganze Transzendente sein 
muß, wenn nur | a; | > angenommen wird. 

Die Bemerkungen von Soldner und Schlömilch scheinen 
recht unbeachtet geblieben zu sein; denn noch so spät wie im Jahre 
1879 macht Laguerre auf eine, mit der von Soldner bemerkten sehr 
ähnliche, Analogie zwischen li(e"*) und L{pc)y und zwar ohne die 
beiden früheren Autoren zu erwähnen, aufmerksam. 

Wenn man aber mit Schlömilch behauptet, daß die beiden 
Funktionen li(e"') und L{x) als Spezialfälle der Prym sehen Q- 
Funktion angesehen werden können, so ist doch zu bemerken, daß 
man in der oben angegebenen Definition von ^^(v) v als die eigent- 
liche Variabele, x aber als einen Parameter ansehen muß, während 
man umgekehrt, falls li(e"*) und L{x) als Spezialfälle von ö^rW 
hergeleitet werden sollen, v als einen Parameter, x als die eigent- 
liche Variabele ansehen muß; es ist nämlich in der Tat v =^0^ 
bzw. 1/ = ^ einzufahren. 

Es war eben diese fundamentale Verschiedenheit, die mich ver- 
anlaßte, nicht die Theorie der Transzendenten li(e"*) und L{x)y 
oder was dasselbe ist, die Theorie der Prym sehen Funktion Q^{v) 
als Funktion von x, in meinem Handbuch der Tlieorie der Gamma- 
funktion als einen vierten Teil aufzunehmen, weil diese Funktion 
ja in der Tat der Gammafunktion ganz fremd ist. 

Die Vorteile, welche eine solche allgemeine Untersuchung der 
Funktion Qj;{y)y als Funktion von x betrachtet, für die Ausbildung 



einer FjBiemHUiif:ik*m Theorie der beideb berühmtei: Tianszendentei: 
li e"' und Z y uiid der mit iiiBen nahe Terwandten Fnnkdonei. 
ci X' und si jr , sowie der fresDeleciieD Inxegrak' C x und S jr 
darbietet, liegen auf der Hand. Aoi- der folcenüen Darsteliumr geht 
et w der Tat deutlich hervor. du£ vi«le Eißenschaüen dieser Frmk- 
tionen mit einem Schlage aus; aligememeren KigensciiafieD der 
PrTmHcheii 1 unktiuii hergeleitet werden kumieiL Ton dieseiL ali- 
gemeineo Gesichtspunkte ausgehend. mu£ man aber die äherer I^ 
hnitionen mehrerer der vorhergehender Transzendenten kleinen TTm- 
änderuij^en unusnii'erien. £^ ist leuer zu bemerken, daß eine 
solche Ajjderung auch notwendig ipt, um die einheitliche Form vieler 
Fornieki mit dief»en Funktionen nicht zu RUiren. 

V\' eiche neuen Resultate nun eine solche rrstemstische Unter- 
suchung hervorgebracht hat durfte wohi für den kundigen Leser 
aus den im Texte vorliegenden Quellenzitsten deutlich hervorgehen. 

Wae endlich die Tafellegung um»erer Funktionen benifiEt^ bo 
mu£ ich bemerken. daS ich außer den Zitationen der vorliegenden 
Berechnungen nicht naher auf dieselben eingehen konnte. Es scheint 
mir namlidL daß die zahlreich vorhandenen numenschen Tafeln ganz 
und gar unbrauehbar sind« weil sie die Funktionenwerte selbst 
nicht deren Briggische Logarithmen enthalten. Li diesen Tafeln 
iut e» 8ehr umständlich zu interpolieren, wahrend es außer allem 
Zweifel ist. daß Tafeln, in denen die Logarithmen angegeben sind. 
genügende Ausführlichkeit vorausgesetzt, beinahe ebenso leicht wie 
die trigonometrischen Tafeln benutzt werden können. 

Das Vorhandensein solcher praktischen Tafeln vire in der Tat 
höchst wünschenswert, besonders wegen der reichen Anwendbarkeit 
unserer Funktionen auf Ziahlentheorie, Wahrscheinlichkeiterechnung 
und mathematische Phvsik. Mochte nun die Herausgabe dieser 
systematischen Theorie diejenigen Mathematiker, die größere 
Kechnungsfertigkeit und daneben mehr freie Zeit als ich selbst be- 
sitzen^ zur Ausarbeitung solcher praktischen Tafeln anregen! 

Es ist mir eine teure Pflicht. Herrn General T. H. 0. Madsen 
meinen herzlichsten Dank auszusprechen für das freundliche Literesäe. 
daß er auch der Ausarbeitung dieses Werkchens entgegengebracht 
hat, und endlich muß ich noch vor allem der Teubn ersehen Ver- 
lagsbuchhandlung für ihr freundliches Entgegenkommen and für die 
schöne Ausstattung dee Buches meinen besten Dank aussprechen. 

Kopenhagen, den 24. Juni 19C^. 

Dp. Xifl« Xielsei. 
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Kapitel L 
Deflnitioiieii nd analjtiselie Eigeiisfliafteii. 

§ 1. Der Integrmllogaritlimnft. 

Ans der Theorie der Grammafanktion ist es bekannt, daß die 
Differenz Qg(v) der bestimmten Integrale*) 



welche beide f&r 9l(r) >0 einen Sinn haben, eine in v ganze trans- 
zendente Funktion wird, falls x eine endliche, von Nnll rerschiedene, 
reelle oder komplexe Zahl bedeutet. 

Die Integrationsw^e der obengenannten bestimmten Integrale 
dürfen den Pnnkt f = nicht umschlingen; in T{v) mfissen die sehr 
entfernten Punkte des Weges niemals negative Abszissen erhalten, 
wahrend der Integrationsw^ in PJy) ein endlicher sein muß. 

In der Theorie der Chunmafnnktion ist v die eigentliche Yariabele, 
während x als ein Parameter anzusehen ist. Bei den ünter- 
imchungen, mit welchen wir uns hier zu beschäftigen haben, ist es 
gerade umgekehrt, indem v hier als Parameter anzusehen ist, 
nährend x die eigentliche Yariabele wird. Wir setzen daher immer 

und erhalten somit 

wo die Reihenentwicklung aus dem Integrale hergeleitet worden ist^ 

1) Man Teigleiche mein Handbuch der Theorie der Gsmmafnnktion, 
p. p. S5, SlO; Leipzig 1906 bei B. 6. Teubner. 

Kiel>«B, Integrallogarithmot. 1 
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2 Kapitel I; H^efinlhonen und analytische EigeDschaften. 

iudiem*- statt 'e"' die gewöhnliche Potenzreihe eingeführt und dann 
.gliedweise integriert wurde, was ja ofiFenbar für ein endliches x er- 
laubt ist. 

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir nunmehr den Grenz- 
wert der Differenz 

(2) Q{x, v) = r(v) - P(x, v) ='fe-H^-'dt 

X 

für ganze, nicht positive Werte des Parameters v zu bestimmen 
suchen. Zu diesem Zwecke betrachten wir zuerst den einfachsten 
Fall 1/ = 0, auf welchen, wie wir später sehen werden, die übrigen 
sich zurückführen lassen. 

Wir wollen daher diesen spezielleren Grenzwert als independente 
Funktion einführen; bezeichnen wir diese Funktion als den Inie- 
grallogariOimiis mit dem Argumente e"', li (e""*), so ist demnach 



(3) 



li (e-*) = - Q{x, 0) - lim {P{x, v) - R»)). 



i-~0 



Ans (1) und (2) ergibt sich nun ohne Mühe 

woraus, durch Anwendung der Definition der Eulerschen Konstante 

(4) C = - rW(l) - lim (1 + i + I . . - + J- log»), 

nach einer einfachen Rechnung 

«=» 

(5) u(e-') = Cr + loga;+2'-^l^ 

« = 1 

folgt, wo der Logarithmus rechter Hand so zu bestimmen ist, daß 
für x-=' x\' (cos + i sin ff) immer —%^0^ + :t ist. 

Für negative x kann li (e"') denmach nicht reeU sein; setzen 
wir aber 

(6) li(c—-"') = lii((^)±:ri, 

woraus 

(7) /H,(e')-C + loga: + 2^^ 

hervorgeht, %p wird diese Funktion eben für positive x reell. 

/ 



§ 1. Der Integrallogarithmas. 3 

Aus (5) findet sich noch unmittelbar der Grenzwert 

(8) lim (li (e-«*) — log a) = C + log Xy 

welcher uns späterhin sehr nütadich sein wird. 

Setzen wir in (5) — log x statt x, so folgt die andere Ent- 
wicklung 

«=00 

(9) li (x) = C+ log (- log X) +2^^> 

so daß diese Funktion für < a: < 1 reell wird und sonst nicht; fOr 
x>l ergibt sich aber vermöge (7) die reelle Funktion 

(10) U, (x)^C + log (log X) +2^- 

Was die analytische Natur der Funktion li (e"*) betriflft, so 
leuchtet ein^ daß diese Funktion im Ursprung dieselbe Singularität 
wie log X besitzt, daß sie sich aber sonst für jeden endlichen Wert 
von X regulär verhält. Für o; = c» hat unsere Funktion, wie wir 
später in § 15 zu zeigen haben, im wesentlichen dieselbe Singu- 
larität wie e~*. 

Bei früheren Autoren findet sich häufig, daß der Logarithmus 
rechter Hand in (5) durch | log (a;*) oder sogar durch \ log (af) 
ersetzt wird. Dies ist aber nicht zulässig, weil, wie unsere späteren 
Entwicklungen deutlich zeigen, die beiden Funktionen li (e*) und 
lij (e*) verschiedene Eigenschaften besitzen in bezug auf die asym- 
ptotischen Entwicklungen und analytischen Anwendungen. 

Der Integrallogarithmus kommt zum ersten Male und zwar 
unter der Form (9) bei Eni er ^) vor; Euler kannte aber nicht den 
Wert der Konstante in (9); ja, er behauptete sogar, daß diese Konstante 
nicht endlich sein könnte, falls li (x) mit x verschwinden solle; 
dies ist, wie wir später in § 15 zu zeigen haben, nicht stichhaltig. 

Mascheroni^ hat zuerst nachgewiesen, daß die Konstante in 
(9) mit der Euler sehen Konstante zusammenfällt. Es scheint mir 
aber doch nicht angemessen, diese berühmte Zahl als Mas che ronische 
Konstante oder Konstante des IntegraUogarithmus zu bezeichnen, denn 
diese Konstante ergibt sich ja in unserer Darstellung deutlich durch 
DiflFerentiation der Gammafunktion, d. h. durch die Definition (4). 



1) Institationes calculi integralis Bd. I, p. 125; 1768. 2. Ausg. 1792. 

2) Adnotationes ad Ealeri calculam integralem. Ticini 1790 — 1792. 

1* 



4 Kapitel I. Definitionen und analytische Eigenschaften. 

§ 2. Formeln von Masoheroni und Bessel. 

Um nun auch den allgemeinen, sich aus § 1, (2) ergebenden 
Grenzwert für v = — n, n positiv ganz, zu bestimmen, leiten wir 
aus der Integraldarstellung § 1, (2) durch partielle Integration 
die Differenzengleichung 

(1) Q(x, v+l)^V' Q{x, v) + e-''X^ 

ab und finden somit 

woraus durch vollständige Induktion die noch allgemeinere Formel: 






Eine einfache Reduktion ergibt dann ohne weiteres, nachdem 
man v = — n gesetzt hat, 



(4) ö(a:,-n) = t^(ö(x,0) + ^. 2* (-!)—(«-«- 1)! 4 



«aO 



woraus wegen § 1, (3) der gesuchte Grenzwert 



(5) wp(x, .) - R.)) = ^^ (li (--)— '-^ '-'' 'jr-'-'^) 

folgt, der ja, wie wir behauptet haben, in endlicher Form durch 
den Integrallogarithmus bestimmt wird. 

Der Grenzwert (5) kann auch mittels der Reihenentwicklung 
§ 1, (1) entwickelt werden; es ist nämlich 



«>0 






aus der Identität 

r(v + n + l) 



T{v) 



v{v+l)"'{y + n) 
ergibt sich dann ohne Mühe diese andere 



§ 2. Formeln von Mascheroni und Besael. 5 

setzen wir demnach v ^ — n^ so kann der Grenzwert rechter Hand 
unter Zuhilfenahme der gewöhnlichen Methode bestimmt werden; 
wir finden dadurch 

wo der Kürze halber 

(6) A(«) = -f + 4- + i- + -.. + -i 

gesetzt worden ist. 

Nach diesen Erörterungen erhalten wir nun ohne Mühe 

-Ö(^,-n) = tLj^(C-A(n) + loga:) + 

woraus unter Zuhilfenahme der Formel (5) folgt: 
(7) 



li(e-') = C — A(n) + log a; + 



'y (-l)'n!a!' -y (-l)'-n!a;-" -y (-1/ «- 1)! . 

setzen wir nun in (7) — log x statt x, so erhalten wir diese andere 
Entwicklung 

li(^) - (7 - A(n) + log (- log x) + 



(8) 






welche Mascheroni^) zu verdanken ist. 

Wir wollen noch in diesem Zusammenhang die Funktion P(Xj n) 
für positiv ganze n näher untersuchen. Zu diesem Zwecke gehen 
wir von der aus § 1, (2) unmittelbar folgenden Identität 

^(?l_t+^) _ g(^i») ^(^1^) _ P{x,v + n) 
t(v + n) r{v) ^ r{v) riv + n) 

aus und finden somit vermöge (3) 

,oN P(^^v + n) P(x,v) ^,/ yf' x^^' 



1) Zitat von Bessel, Abhandlungen Bd. U, p. 331. 



6 Kapitel I. Definitionen und analytische Eigenschaften. 

Hieraus ergibt sich unter Zuhilfenahme der aus § 1, (1) hergeleiteten 
Identitöt 

(10) P(a:,l) = l-e-' 
der gesuchte Wert 

(11) ^(-.«+l) = «-lFn+>V 
Aus der elementaren Entwicklung 

e""^ — 1 ^ *^;5 (— ^)*^* 

folgt noch unmittelbar wegen § 1, (l) 

(12) D.-« ('-I^) - tz}l . p(^,„) , 
welche Formel BesseP) zu yerdanken ist. 



§ 3. Die Funktioiieii ci (x) und si (x). Integrale von Kramp 

und FresneL 

Wir haben schon in § 1 erwähnt, daS die Funktion 11 (e~') sich 
fOr sehr groSe Werte von \x\ wie e~* verhalt; die Analogien der 
trigonometrischen Funktionen cos x und sin x sind in dem Integral- 
kosinus ci (x) und dem Integralsinus si (x) zu suchen, indem diese 
beiden Funktionen durch die Identitäten 

in denen stets 

± i = ß- 2 

zu setzen ist, definiert werden. 

Aus (1) und (2) folgen demnach ohne weiteres die beiden 
anderen Identitäten 

ci (x) ± i si (x) = li (ß- ") . 



1) Abhandinngen Bd. U, p. 336. 



§ 3. Die Funktionen ci(a?) und 8i(a?). ^ 

Führen wir nun in (1) und (2) die aus § 1, (5) erhaltenen 
Entwicklungen ein, so finden wir ohne weiteres 



(3) ci(x) = C + loga;+2'w*^ 



»=1 






^^^ ®^ W - - -2 +^ (2«+l)!C2a+i) 5 

der Integralsinus ist demnach eine in x ganze transzendente Funktion, 
während der Integralkosinus, wie li (ß"*) selbst, auch den singuMren 
Punkt x^O besitzt. 

Aus (3) ergeben sich unmittelbar die Identitäten 

(5) ci (x) - ci(a; . e- "') = T Tti 

(0) lim (ci {ax) — log a) == C + log x , 

= 

während (4) in ähnlicher Weise die Formel 

(7) si {x) + Bi(~x) = — n 

liefert. 

In diesem Zusammenhang bemerken wir, daß die (>-Funktion 
auch als Spezialfall eine andere berühmte Funktion enthält, nämlich 
die sogenannte Erampsche Transzendente L(x)f d. h. die Funktion 

(8) Lix)^^.Q{x',l,); 

aus § 1, (1) und (2) folgt dann unmittelbar die Reihenentwicklung 

so daß L(x) eine in x ganze transzendente Funktion sein muß. 

Die entsprechenden Analogien der Funktionen ei{x) und 8i(a:) 
werden durch die Formeln 



(10) 




C{x) = ' 


r, L(XB) + « 
2 


L(xt,) 


(11) 




S(x) = ' 


2 t 


,L(pci) 


definiert. 


WO 


der Kürze halber 






(12) 






f 1 = C * , 


6*1 = 
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gesetzt worden ist. Aus (10) und (11) folgen dann ohne Mühe die 
beiden Entwicklungen 



(13) c(^)-vf-2: 



« = u 



(2«)!(4«+l) 



,«^4*+S 



(14) ^(^)°i/|-2' (J;l!,t+8) > 

sodaB C{x) und S{x) auch ganze transzendente Funktionen in x 
sein müssen. 

Die Funktionen ci(^) und si(a;) sind wohl zuerst yon Masche- 
roni^) und Bessel*) erwähnt, aber zuerst yon Schlömilch'), 
Arndt^) und Bretschneider^) eingehender untersucht worden. 
Die Funktion L(x) ist zuerst von Kramp*) und Laplace'^), die 
Funktionen C(x) und S(x) sind zuerst von Fresnel®) untersucht 
worden. 

§ 4. Anwendungen der Fakultätenreihe für P{x,v). 

Aus der bekannten FakuliÄtenreihe für die Funktion P{x^vy) 
lassen sich interessante Umformungen der Reihenentwicklungen 
unserer sechs Transzendenten herleiten; wir wollen indessen zuerst 
die obengenannte Fakultätenreihe von einem neuen Gesichtspunkte 
aus beweisen. 

Zu diesem Zwecke multiplizieren wir die Potenzreihe 

mit der Exponentialfunktion 

(2) ^=^7! -^5 

* = 



1) Zitat von Lacroiz: Trait^ de calcol diff. et int^gr. Bd. m, p. 622; 1819. 

2) Abhandlangen Bd. II, p. 341. (1812). 

3) Journal fOr Math. Bd. 33, p. 816—328; 1846. 

4) Grunert Archiv Bd. 10, p. 225—260; 1847. 
6) Grunert Archiv Bd. 3, p. 27—84; 1843. 

6) Analyse des räfractions astronomiqnes et terrestres. Straßbarg 1799. 

7) M^caniqae Celeste Bd. IV, live 10. 

8) M^m. de Flnstitat de France Bd. 5, p. 888-^476; 1826. 

9) Handbach der Gammafunktion, p. 28. 
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setzen wir der Kürze halber 

(3) A-ao-^C- !)'(!;)««-.' 

«a:0 

80 entflieSt unmittelbar die gewünschte Produktformel 

(4) ^•fix)=^^t^J'a,-x'. 



« = 



Um nun diese allgemeine Formel auf die Funktion P(x,v) an- 
wenden zu können, setzen wir wegen § 1, (1) 



a. = 



1 



eine elementare Formel liefert dann 

(— l)"nl 



und somit erhalten wir ohne Mühe die gesuchte Entwicklung 



(5) P{x.,v)^e-'.^ 



af 



■¥v 



« = 



v{v+l)^^^{v + 8)' 



Die Formel (5) yerdanken wir Legendre^); sie ist indessen 
beinahe gleichzeitig von Bessel') und kurz nachher auch von 
Eytelwein') gefunden worden. 

Eine Anwendung des aus § 1, (3) folgenden Grenzwertes 

ergibt dann unmittelbar aus (5) fQr li (6~') die folgende Entwicklung 

(6) \i{e-')-C + \ogx-e-'-^^-^-x', 

WO A(s) die in § 2, (6) eingeführte positive rationale Zahl bezeichnet; 



1) Ezercices de calcnl intägial Bd. I, p. 348; 1811. Trait^ des fonctions 
elliptiqnes et des integrales eol^riennes Bd. II, p. 605; 1826. 

2) Abhandlangen Bd. II, p. 888 (1812). 

8) Grandlehren der höheren Analysis Bd. I, p. 482; Berlin 1824. 
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die Formel (6) ist zuerst von Bessel^), später von Schendel*) 
entwickelt worden. 

Wenden wir nun weiter die Formeln § 3, (1), (2) an, so er- 
geben sich aus (1) die beiden ähnlichen 

(7) ci (x) '= C + log X + Ä(x) cos X — B{x) sin x 

(8) si (a;) = — Y + ^{^) sin a; + B(x) cos x , 
in denen der Kürze halber 



«SSOO 



(10) B(.)_^<=i^+J).^.*. 

gesetzt worden ist; die Formeln (7) und (8) verdanken wir Lommel.*) 
Setzen wir noch in (6) v=^ und x^ statt x, so folgt ver- 
möge § 1, (2) und § 3, (8) diese andere Entwicklung 



*s= 00 



(11) L(x) = }/f - e- . 2i .J:C^u + Ty 
aus der sich unter Anwendung der Definitionen § 3, (10), (11) 

(12) C(x) =|/| - cos (x')Ä^{x) - sin (x^)B^(x) 

(13) S(x) =]/j - sin {x^)Ai^) + cos (x^)B,(x) 
ergeben, in denen der Kürze halber 



« = 



x*o«* + l/,.*» + 8 



(15) -gl(^)-^ 1.8.6...(4. + 8) 

gesetzt worden ist; die zwei letzten Entwicklungen rühren von 
Knochenhauer^) her. 

1) loc. cit. p. 888. 

2) Die Bernonllischen Funktionen and das Tajlorsche Theorem, p. 86; 
Jena 1876. 

8) Mathematische Annalen Bd. 16» p. 204; 1880. 

4) Poggendorff Annalen Bd. 41, p. 104; 1837. Undolationstheorie des 
Lichtes p. 86—87; Berlin 1889. 



§ 5. Differentiation und unbestimmte Integration. H 

§ 5. Differentiatioii und tmbestiimnte Integration. 
Aus den Reihenentwicklungen § 1, (5) und § 3, (3), (4) folgen 



unmittelbar die Integralausdrücke 

X 

(1) li (e-') = C + log a; +/^^^ dt 



dt 



X 

<2) ci {x)^C+ log X +p^Jl^ 



X 

(3) 8i(a;) ^+J^ldt, 



die für jeden endlichen Wert yon x richtig bleiben; aus diesen 
Formeln finden wir dann ohne weiteres die abgeleiteten Funktionen 



(4) D.li(e-) = i 

(5) D,ci{x) 



X 

cos X 



X 

(6) D.8i(:r)=.?-^-^ 

aus denen umgekehrt durch partielle Integration sich ergeben: 

X 

(7) ^li (e-«')rfx ^xYi (e-«') + ^^^^ - 



X 

(8) / ci {ax)dx =» a: ci {ax) — — - - 



X 

(9) / si {ax)dx = x 9i(ax) -\ . 



Durch partielle Integration erhalten wir nun weiter aus (1) 

X 

(10) /log t . e-^'dt = li (e") - C - e"* -log a;, 
woraus die noch allgemeinere Integralformel 

X 

(11) flogt' 6"^^ dt = ~ (li (e-«*) - C — e-«' • log rc — log a) 
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folgt; setzen wir nämlich in (11) ta = Zj so kommen wir wieder 
auf (10) zurück. Wenden wir demnach die Definitionen in § 3 
(1), (2) an, und führen in (11) ± ia statt a ein, so entfließen die 
beiden ähnlichen Formeln 

X 

(12) / log ^ • cos (a^) d^ =« — (— si {ax) — y + sin {ax) - log xj 



X 

(13) f logt' sin (at)dt -= — (ci {ax) — C — cos {ax) • log a; — log a) . 



Wir ziehen nun die drei Punktionen L(x)y C(x) und S(x) in 
Betracht und erhalten ohne weiteres aus § 3, (9), (13) und (14) die 
Integraldarstellungen 

X 

(14) Lix) = y^-fe-''dt 



X 

(15) C{X) - l/f -^008 (t')dt 



X 

(16) S(a;)-.]/|--/8in(<«)d<, 



aus denen die abgeleiteten Funktionen 

(17) n'\x) - - e-^ 

(18) a')(x) co8(:r«) 

(19) S^^)(x) sin (x^ 

folgen, während dann die partielle Integration die folgenden Resultate 



liefert 

X 

^ e~ 



(20) / L{ax)dx = xL(ax) — 

X 

(21) fc(ax)dx = xC(ax) + 



2a 



sin («'a:*) 
20 



(22) fs{ax)dx = xS{ax) - ^'^''^^'^""^ ; 

die Formeln (11), (12) und (13) finden aber hier kein Analogen. 



§ 6. Die Funktion li (e~^ und die logarithmische Reihe. 13 

Umgekelirt erhalten wir drei andere Integralfonneln, welche 
bei der vorigen Funktionengruppe keine ähnliche fEmden, nämlich 

(23) J^-i,__^.i(yr,) 

(25) j!i|£),.__^.s(>^). 

diese Formeln werden am einfachsten bewiesen^ wenn wir nach 
X differentiieren und dann die Torhergehenden Differentialquotienten 
anwenden. 

Wir erwähnen noch hier zwei Integraldarstellungen; welche aus 
der Entwicklung 

«=00 

e-"'* - 1 +^tl^ (coB (50) + i sin («6)) 

«=1 

heryorgehen; trennen wir nämlich das Reelle und das Imaginäre, so 
finden wir ohne Mühe 



a 



(26) j^-xcoze ß^g (^ gin 0)^0 =. _ si {x) 



n 

Y 

(27) je" "^^ « sin {x sin 0)^0 = li {e") - ci {x) . 
u 

§ 6. Die Fnnktioii li {er'') und die logarithniisohe Beihe. 
Die logarithmische Reihe 

(1) log(l-x) ^2't 

ist bekanntlich fttr o; == 1 divergent; es ist indessen möglich, die 
Veränderliche x in solcher Weise gegen die Einheit konvergieren 
zu lassen, daß das Restglied in (1) einem bestimmten Grenzwerte 
und zwar der Funktion li (e"*) zustrebt. 

Zu diesem Zwecke setzen wir der Kürze halber 

(2) S,{x)^'^^, B,(x) ^^ 



tan + 1 
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und finden somit, wenn wir in (1) (l j statt x einführen^ 

(3) ioga;-log« + S.(l-^)=B,(l-f), 

WO n eine positive ganze, endliche aber willkürlich große Zahl be- 
deutet. 

unter Anwendung der Binomialformel finden wir femer eine 
Entwicklung von dieser Form 

(4) S^{l-^) = Ä,-Ä,x + Ä,x* + (-l)-J,a;-, 

in der der Kürze halber 

(5) j^ = | + | + | + ... + i=A(«) 
und allgemeiner für p^l 

gesetzt worden ist; nun ist aber 

r p ' 

und somit ergibt sich aus (6) für A^ der folgende Ausdruck: 

^-,-^-[(?=i)+u.)+-'-+(;=;)} 

woraus unter Anwendung einer bekannten elementaren Identität folgt: 

■ (;) (--.)('-')■ -(-V) 

Setzen wir demnach für p^2 

so ergibt sich aus den Ungleichungen 

dafi 

(8) 0<S,<j,^^ 



§ 7. Die Funktionen ci(.r) und 8i(a;) als Grenzwerte. 15 

sein muß; und somit entfließt aus (3) eine Entwicklung von dieser 
Form 

bJi - ?)-log^+(A(«)-logn) +2^^ + Ä • 2'(- 1)**.^- 

Hieraus ergibt sich, indem wir die positive ganze Zahl n über 
jede Grenze hinauswachsen lassen, die gesuchte Grenzformel: 

(9) Um2?.(l-J) = U(e-). 

Unter Anwendung der Formel (3) läßt sich der Grenzwert (9) 
auch folgendermaßen darstellen: 

(10) lim -logw + Vi--^ =li(e-')-loga;. 



§ 7. Die Funktionen ci(a?) und si(a;) als Grenzwerte. 

Es ist bemerkenswert, daß sich auch fQr die beiden Funktionen 
ci{x) und si(a:) mit § 6 (9), (10) ähnliche Grenzwerte herleiten 
lassen. 

Zu diesem Zwecke gehen wir von den elementaren Identitäten 



Jt / I jN 8in(a + (n — X)d) 

(1) _ ^co8(a + sd) = - J_-t--^-±J _ . ^ 

« = o 2 sm - 2 sin - 

2 2 

* = w — 1 cos I O I 

(2) ^Bin{a+Sd) ^—^^ - cos(a + (n-i)d) 

* = o 28in— 2 8in — 

2 2 

aus, wo n eine endliche positive ganze Zahl bedeutet; setzen wir 
demnach in (1) und (2) (ax): n statt a und x: n statt rf, so erhalten 
wir Identitäten von dieser Form 



#=n-l 



C08(^?.a,) 



(3) 2-^-^— ' = ^+^n 

(4) 2 -^-^-^^^^^ + i. 

und es ist offenbar möglich, eine solche positive ganze Zahl N zu be* 
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stimmen; daß sowohl | JST^ | < £ als | i^ | < £ werden, wenn nur 
n'^N angenommen wird, und e eine vorgegebene positive Gh*öße 
von willkürlicher Eieinheit bedeutet. Es wird natürlich voraus- 
gesetzt, daß a und x beide endlich sind. 

Nach diesen Erörterungen integrieren wir die beiden Identi- 
täten (3) und (4) von bis x und erhalten somit unter Anwendung 
Ton § 6, (2), (3) 



(5) 



«sO 



(6) 



f = n-l 



« = 






ci(a;) — C—logx + L/, 



wo JT/ und L/ ganz dieselben Eigenschaften wie früher K^ und 
L^ besitzen. 

unter Zuhilfenahme der Funktion 



(7) 



Y (X) = i). log r(a.) - - c +2'(rn- ST^) 



und der Definition § 1, (4) der Eulerschen Eonstante ergibt sich 
demnach aus (6) diese andere Formel 



(8)H'(a) + C- 



.^icoB(?^±i.«y 



t = 



Ö + « 



ci(a;)-IogÄ + Zr^", 



in der L^ hinwiederum dieselben Eigenschaften wie früher K^ und 
L^ besitzt. 

Lassen wir aber nun in (5) und (8) die positive ganze Zahl n 
über jede Gh-enze hinauswachsen, so entfließen die beiden Grenz- 
formeln 

/« + * 

(9) lim 



(10) V(o) - lim 



««^^ a + 8 






ci(x)'-'logx — C] 



für a — 4-; n==2^~^ ist die Formel (9) von Fenolio*) ang^eben 
worden. 



1) Zitat von Schlömilch m Zeitschrift fOr Math, und Phjs. Bd. 2, p. 101 
(Literatorzeitong). 
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Wir wollen noch die beiden Grenzwerte (9) und (10) etwas 
umformen, indem wir die logarithmische Reihe § 6, (1) in Betracht 
ziehen; setzen wir nämlich in dieser Formel 

80 gibt die Trennung des Reellen und des Imaginären die beiden 
andern Entwicklungen 

(11) - log (2 Bin -I) =2 -3-^ 

(12) -7-'- = ^-1-'-' 

die im Intervall < 9) < 2 ;r konvergieren. 
Setzen wir nun weiter ^> ^ x\n und 

#=n+l *=n+l 

SO ergeben sich aus (9) und (10) für a = 1 die beiden, den § 6, (9), 
Ähnlichen Grenzformeln 

<14) limi?,(J) = ci(x) 

<15) limB;g) = 8i(a;), 

in denen also x als positiv anzusehen ist. 



Kapitel II. 
Integraldarstellungen. 

§ 8. Integraldarstellungen der seohs Transzendenten. 

Die in § 1, (2) gegebene Integralformel 

<1) Q(x,v)^fe-H'-'dt, 

X 

über deren Integrationsweg wir schon in § 1 geredet haben, ermöglicht 
es uns unmittelbar allgemein gültige Integraldarstellungen unserer 
jsechs Transzendenten herzuleiten. 

Nlelien, Integrallogarithmas. 2 



£ j HJl||itei IL r i nwj^ ri d rfitft nil inn^gm 

ri^szsai wir nilmiii'h in 1 » = 0, *i «HiialiBn. wir wegmi ^ L • 3 ■ 







währBncl ilie Ammimie w = i untirar Ajiwfflnhing von J 3, \^\ (Üb- 
enCBpieokende Formel 

X 

lie^ertL Die beidiHi :m t*rtminHnrai Form ein konnraL ^wiir Ittiuhi: 
idltjEffneinBrt werden; ^^eossL wir niinilirh t ^ sy^ m Salq^ 



MiH-^^) ^.^y'jdt 



.5. £..r^, ^yjn-^y.lt^, 

w) maiL in i4r' ft./;^/ ><X. in. (0> iti^^^^<-) ^(nraiiffi^ZHHi omfl» ITiitHir 

bar an» 4 

wäliretiii die ItednitiiuieiL- $ 3^. • IK')^ i O > ^raxmog^ : .?• <&» ühniiuhim 

ja 



Was- üi} FamLsUi 1 4^^ und: ■ ^-> befimiSt. «i «iacf «iigr IhoaiDsiläiina^ 

aoÜBstaic üiaifaBaLwir rumMolBfftunä^i rettIL a« feama t&Mwrlhtegpatimiif»" 
fBjg inui (flmt entmcsehimi&sL Teil! «iiar J^tdu» (figr junrnnm ^aft^«»» 
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einen kleinen Halbkreis den Punkt t^O umgehen; dies steht mit 
den Formeln § 1, (6) und § 3, (5) in gutem Einklang. 

Weiter setzen wir nun in (1) xy statt x^ und t = jsy + xy 
und erhalten 

oc 

(10) e'yy-'Qixy, v) ^fe-'y{t + xy-'dt,^ 



wo also im allgemeinen 9{(y)>0 angenommen werden muß, 
während das Integral für x negativ reell imd 9fl(i^) ^ 1 sinnlos wird; 
aus (10) folgen dann ohne weiteres die beiden anderen Formeln 



(11) 



00 



während die entsprechenden Formeln für die vier anderen Trans- 
zendenten etwas komplizierter werden. 

Endlich haben wir noch die von Mellin^) herrührende In- 
tegralformel 

(12) V{y) r-'e"'Q{xy, 1-v) = f'-'-f~- dt 






in Betracht zu ziehen; es muß hierbei in (12) 9fl(y)^0, SR(i/) > 
angenommen werden, während x niemals Null oder negativ reell sein darf. 
Für 1/ = 1 finden wir aus (12) die Formel (11) wieder, während 
die Annahme v == ^ diese andere Darstellung 

00 

(18) ^.L(.y)~0^'^ät 

liefert; hier darf demnach x nicht rein imaginär angenommen werden. 
Vergleichen wir nun die Integraldarstellungen (4) und (6) mit 
§ 5, (1) und (2), so entfließen die beiden Formeln 

X OD 

(14) C + loga; =/^^i=^ dt +f'-^- dt 

ü X 

(15) C + logo: -/^^^^ dt +f^ dt; 



1) Handbuch der Theorie der Ganunafunktion, p. 211. 
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in ähnUcher Weise ergibt sich aus (7) und § 5, (3) die Formel von 
Euler 

(16) 'l^P^-'^dt,x>0. 



Aus den yerschiedenen Integraldarstellungen fQr C{x) und S{x) 
finden wir noch die Formeln 

00 OD 

(17) "l/y = y'cos {t^) dt ^JsiR(t') dt, 



während eine Vergleichung der Integrale in (5) und § 5, (14) nichts 
neues liefert; weil wir den Wert von r(^) gebraucht haben^ um die 
Formel § 3, (9) zu bilden. 

Wii* erwähnen noch, daß die Formel (2) unmittelbar die 
folgende liefert: 

X 

(18) ii(^) =^i^; 

hier darf der Integrationsweg den Punkt t=l nicht durchschreiten; 
fiir X reell und größer als 1 muß daher der Punkt < =« 1 z. B. durch 
einen kleinen Halbkreis umgangen werden. 



§ 9. Herleitung einiger allgemeinerer Integrale. 

Es ist offenbar y daß die Reduktionsformel § 2, (3) für die 
Q-Fimktion uns unmittelbar erlaubt, die Integrale des vorhergehenden 
Paragraphen zu verallgemeinem. 

Setzen wir nämlich in der erwähnten Formel v — n statt n, 
80 nimmt sie folgende Form an: 



(1) 









da nun die Substitution t^ : a die Integralformeln 

OD 00 

fe'''*f"'-^dt = «"-".^^-'^-"-1^/ = a»-" . Q{ax, v - n) 

X ax 

liefert, so ergibt sich unmittelbar aus (1) 
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(2) 



J (n — ,;)(n — 1 — v)...(l- 



j| = n — 1 



r^ ^i Cn — r) (« — 1 — v) • • • (w — « — rj' 



eine Formel, die sich natürlich auch durch n-malige partielle In- 
tegration herleiten laßt. 

Die Annahme v ^ ergibt nun aus (2) die speziellere Formel 

'^y «"^^ n\ ' '^ a^n ' j^ n(n---l)...(n-Ä)' 

in ähnlicher Weise findet sich für v = ^^ die analoge Relation 

f'c''l dt = (- i)"«*ri_^(«^) 4. 

J t«» i 8 6 2« — l""" 



(4) 



2 2 2 2 

« = n — 1 



, e""" ^ (~l)>a:)" 

2 Ä^"-^ -^ 2n— 1 2n— 3 2n — 2^— 1* 



2 2 2 

Um nun auch die entsprechenden bestimmten Integrale mit 
trigonometrischen Funktionen zu erhalten, haben wir die beiden 
Funktionen 



(5) 



.V 



^'--ra:) = cos a:- y - - -,^^'-~ ^, - 

'^ ' ^J (n —*)••• (n — 2s — v) 



n-i 






(6) 






^ ^ ^J (n — v)'"{n — 2« — 1 — v) 



G _ _ 

« = 
n- 1 






-h sm a:.^ (n-r) • • • (« - 2»- v) 
in Betracht zu ziehen; es ist nämlich 

Wl ^'^ J^ (w-i.)(n-l-r)...(n - Ä-i;) 

==a;»-«(J'»s'«(a;r) - iö»»"(aa;)). 
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Setzen wir demnach in (3) +ia statt a ein, so entfließen die 
yier folgenden Formeln 

X 
X 

(10) /^rf^-t^^"_"^(^> + ^-,l.,.i^M.-x(«,) 

X 

(11) /^?.i^= (-^g"_;ci(-_-)+ _i_-T- G^«--H-). 

X 

Aus (4) finden wir in äbulicher Weise, nachdem wir a • }/+ i 
statt a eingeführt haben, die entsprechenden Formeln 

(12) f^^dt^tL^^~-l:f(^± + L . Fi.-(«V) 

J t *♦* — 1 4n — 3 1 ' 2a; 

* 2 2~ 2 

(13) Ä^:^>d<-^"4"-:/-("^W -4' -r<?*-*"(«'^*) 

J t 4w — 1 4n — 8 1 ' 2x*"~ 

* 2 2 2 

(14) /%;p-d^= j-^\)";-«*i«(-) . _j. Fi.s..i(„v) 

t/ t "^^ 4n + l 4n — 1 1 ' 2rc*""^^ 

' ~ 2~ "Y" '2" 

(15) r^? '^^ - i -ii ^' ~ i-^"*^ + -^ • Gi.»-H«v). 

J t*" + ^ 4n4-l 4n — 1 1 ' 2a:*"'*' 



2 2 



Es ist hier zu bemerken, daß die Transformation t^^Ye die 
folgenden Integralidentitaten 

OD QC 

(16) S'^>-k-J9^'' 

X a* 

(H) S^^ät=\.f'^l^Ut 

X ** 

(18) pßpäi-lfJ^^iPi, 
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liefert, so daß die entsprechenden Integrale linker Hand sich ver- 
möge der Formeln (3) und (8) bis (11) bestimmen lassen, indem 
dort «^ und y^ statt a und x eingeführt werden. 

Aus denselben fünf Formeln (3) und (8) bis (11) können wir 
endlich noch andere herleiten, wenn wir i^ z -\- x einführen. 

§ 10. Integrale von Laplaoe und Baabe. 

Es ist sehr interessant, daß die Formel § 8, (11) 



uns erlaubt, unmittelbar durch einfache Überlegungen mehrere be- 
stimmte Integrale abzuleiten, die sonst in verschiedener, aber sehr 
komplizierter Weise ermittelt werden. 

Setzen wir nämlich in (1) y ==« und —ix statt x^ so ergibt sich 

OD 



woraus, indem wir das Zeichen von x ändern, folgt 

Denken wir uns nun x vorläufig als positiv reell, so ist die 
Funktion rechter Hand in (2) reeUy während in (3) 

(4) — e-'li(e')==-e-'lii (^)- lÄe"' 

zu setzen ist. Wird umgekehrt x als negativ reell angesehen, so ist 
die Funktion rechter Hand in (3) reellj während in (2) 

(5) — e'li(6-') = — c'lii (e-') — xtc^ 
gesetzt werden muß. 

Die Trennung des Reellen und des Imaginären in (2) und (3) 
liefert demnach ohne weiteres die folgenden Resultate 

/«N rxcoBt—tßiiitj, ( 

/Qv AcoBf — «Bint ,, /—e~ '!!,(«*) 
W J if+i* ''' = l-e-'U(0 
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(9) J-T'+lr-«— '^' = 1 ' 



je nachdem 2:>0 angenommen wird; nach diesen Anseinandersetzungen 
ist es nunmehr sehr leicht^ den folgenden Satz zu beweisen: 

Setzt man x=±x, je nachdem 9i(a:)^0 ist^ so daß 9i(a;') 
immer positiv wird, dann hat man die folgenden Integraldarstellungen: 

(10) fj^^^ dt=- l(e^ ■ li (c-'-) + e-'' ■ li, (O) 

(11) f^y^^ dt = - ]- (e^ • li (e--) - e--- • li^ (e«')) 



(12) 



/fsint ,. ixcoBt j. n 



Durch Addition oder Subtraktion der Formeln (6), (8) und 
(7), (9) ergibt sich nämlich unmittelbar, daß die drei genannten 
Formeln für reelle x richtig sind. Die betreffenden bestimmten 
Integrale sind für rein imaginäre x sinnlos, stallen aber sonst 
in X analytische Funktionen dar. Da nun die Ausdrücke rechter 
Hand, außer vielleicht in a: = 0, auch analytische Funktionen dieser 
Veränderlichen darstellen, so sind damit unsere Formeln endgiltig 
bewiesen. 

Die Formel (12) war schon in spezielleren Fällen Laplace^) 
bekannt; die beiden anderen rühren für positive x von Raabe^) 
her; später sind sie mehrmals von Schlö milch') und dann von 
Beau*), Stieltjes*) und Kronecker^) hergeleitet worden. In der 
oben gegebenen Allgemeinheit scheinen unsere Formeln neu zu sein. 



1) M^m. de TAcad. des Sciences 1782. Theorie analytique des probabilites, 
!!• Partie, chap. 1. 

2) Die Differential- und Integralrechnung Bd. I, p. 369; Zürich 1839. 

3) Grunert Archiv Bd. 6, p. 204; 1844. Zeitschrift für Math, und Phys. 
Bd. 10, p. 156; 1865. Kompendium Bd. II, p. 208; 1879. 

4) Analytische Untersuchungen im Gebiete d. trig. Reihen und der 
Fourierschen Integrale, p. 34; Halle 1885. 

6) Annales de l'Ec. Normale (8) Bd. 3, p. 221—222; 1886. 
6) Vorlesungen über die Theorie der bestimmten Integrale, p. 211; 
Leipzig, Teubner 1894. 
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Aus (12) folgt, indem 9i(a:) > angenommen wird: 

(13) f . li (e-) =/^; ' . arctg [^)dt, ^{x) > 0, 

Ü 

woraus unter Anwendung der Identität 

arctg a - arctg b = arctg {^-^^^ 
sich ergibt 

(14) |(li(c-)-li(e-^))=yf.f^ arctg (.Xr|ZJdf, 5R(:,)>0, 



imd somit entfließt für \x — - ^ 1 die Reihenentwicklimg 

(15) l(M-)-uG-i))-ft.J-.(,-i)-", 

« = 

wo der Kürze halber 

(lö) a„ =J (v:^-sy„-+-x dt 

gesetzt worden ist. 

Die letzten Formeln von (13) an verdanken wir Schlömilch.^) 

§ 11. Integrale von Sohlömiloh. 
Wir haben nunmehr aus der Formel von Mellin, § 8, (12): 

(1) f-'i^^T ^* = ^iy^vx^- ^Q{xy, 1 - v) 



verschiedene andere Integraldarstellungen von derselben Natur wie 
die vorhergehenden abzuleiten. 

Zu diesem Zwecke diflferentiieren wir die Formel (1) nach v; 
die Annahme v=\ ergibt dann ohne weiteres die folgende Integral- 
darstellung: 

00 

(2) j"~'^l^l 'dt^e" li {e-'y){C - log x) - e'yD^Q{xy,v\^„ 
WO wie gewöhnlich C die Eulersche Konstante bedeutet. Um nun 



1) Grunert Archiv Bd. 9, p. 818; 1847. 
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die letzte Funktion rechter Hand in (1) näher zu untersuchen, 
gehen wir von der DiflFerenzengleichung § 2, (1) 

Q{x, v + l) = v Q(x, v) + e-'a;" 

aus und erhalten durch zweimalige Differentiation nach v 

(3) DMx,v\^, = iD^'Q{x,v),^t-''^- ■ (log xY; 

weiter ergibt sich aus der Identität 

eine Entwicklung von der Form 

SSS OD 

in der F(x) eine in x ganze transzendente Funktion bezeichnet; eine 
Anwendimg der bekannten Formel^) 



s 



WO C die Euler sehe Konstante bedeutet, ergibt nämlich für F(x) 
den Ausdruck 

Nach diesen Erörterungen ergibt sich nun immittelbar durch 
Vergleichung der Formeln (3), (4) und (5) die Identität 



(6) 



f-r^x* rf# = C» li ie-'y)(C - log x)+^ (log {xy)y + 



+ e-" log (xy) -2^=^' - c-" ■ F(X9) ; 



setzen wir demnach in (6) y = i und — ix statt x, wo x vorlaufig 
als positiv anzusehen ist, so entfließt durch Trennung des Reellen 
und des Imaginären die Formel 

(7) J — ji-:p^i — log tdt = 2 • C h (e-') ; 



) 



1) Handbuch der Theorie der Gammafanktion, p. 43. 
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setzen wir aber in (6) ix statt x ein, wo das neue x wieder positiv 
ist. nnd erinnern wir uns der Identität 

so ergibt sich in ähnlicher Weise 

(8) ß''"^-}^-' log tat = ^e- log X - J e- U, (e-) . 



Durch Addition oder Subtraktion der beiden so erhaltenen 
Formeln finden wir nun in ähnlicher Weise wie im vorhergehenden 
Paragraphen den folgenden Satz: 

Es sei X ^ ± X, je nacMem 91(ä:) ^ ist^ so daß SR(ip') immer 
positiv wirdy dann erhält man die heilen Integral formdn: 






Diese beiden Formeln sind zum wiederholten Male aber stets 
in recht komplizierter Weise von Schlömilch^) hergeleitet worden. 

§ 12. Integralbestünmungen durch L(x), C{x), S{x) und q{x). 

Durch die Substitution 

ZX+ ^^t 

finden wir immittelbar aus § 8, (3) diese andere Integraldarstellung 

U 

die auch folgendermaßen geschrieben werden kann: 

(1) ß-'"'-''^'>=^-L{?.): 



f- 



1) Grunert Archiv Bd. 4, p. 104; 1S48. Zeitschrift f&r Math, und Phys. 
Bd. 18, p. 818, 819; 1873. Kompendium Bd. 11, p. 206; 1879. 
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eine Auwendung der Identität 

L{x) + L(~ x) = yi 
ergibt dann unmittelbar aus (1) die beiden anderen Formeln 

(2) ye-<"'cos(<y)rf< = g.e-i^ 







(3) 






von welchen die erste altbekannt ist, während die letzte neu zu 
sein scheint. 

Weiter setzen wir in (1) 2y statt y und Yxi statt x, dann folgt 



(4) 



/ß-^y' (cos (t^x) - i sin it^x))dt = ^ • l(-^\ ; 



eine Anwendung der Definitionen § 3, (10), (11) ergibt dann un- 
mittelbar diese beiden von Schlömilch^) in ganz anderer Weise 
hergeleiteten Integi-aldarstellungen: 



/- 



(5) / e-«*' cos {fi)dt = cos (x^)S(x) - sin (x^C(x) 

u 

(6) • le-^^' sin (t^)dt = cos (x^)C(x) + sin {x^S{x), 

welche für 9l(a;)^0 anwendbar sind. 

Wir haben hier noch, mit Raabe, zu zeigen, daß die durch die 
Formel 

definierte, mit L(x) ähnliche Funktion uns gestattet, verschiedene 
Integrale in einfacher Form zu bestimmen. 

Erstens bemerken wir, daß die Substitution t=^ ^z^ wo SR(m)>0 
vorausgesetzt wird, ohne weiteres die Identität 

OD OO 



? 



1) Zeitschrift fOr Math, und Phys. Bd. 10, p. 76—80; 1865. 
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liefert, so daß wir nur das letzte dieser Integrale zu nntersuchen 
haben, um beide zu kennen; wir ziehen es indessen vor, w = 2 zu 
setzen und finden dann unmittelbar 



dt 

t ' 





Nach diesen Vorbereitungen setzen wir rechter Hand in (9) 

Vi 



I-M 



r- 

und erhalten dann durch die Substitution 

at-- ;gr, t ^ 

die Iniegralidentitat 

Vi _ 



j/ Jyp + ia ^' 





in ähnlicher Weise ftthrt die Substitution 

at-^-' + e, t -2- — 

ZQ der anderen Identität 



Vi " 

' a 



und somit entfließt aus (9) die von Raabe*) herrührende inter- 
essante Integralidentität 



(10) 



OO CD 

/e-(a'«.+r') . ^t _ 2^_,„ C-£^. dt, 



aus der unter Anwendung von (7), indem dort aj = 1, y = "j/iä 
gesetzt wird, folgt: 

(11) fe-i'^^'^r-') . dt _yl[ . ^., . ^ (^4^) 



1) Die Dififereutial- und Integrabreclinung Bd. I, p. p. 374, 872; Zürich 1839. 
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Weiter betrachten wir mit Raabe^) die Integralidentitat 

/ cos (ax)( /e-«'(i+^)dajda: « /c-^'f /e""'*' cos (ax)dxjda', 

U 

eine Anwendung der Formel (2) und der elementaren Integralrelation 

führt uns dann unmittelbar zu der anderen von Raabe herrühren- 
den Identität 



/-K')4*-/ptS.., 



1 



aus der^ indem wir das Integral linker Hand durch die Substitution 
t == 1 : z umformen und dann die Formel (11) anwenden^ folgt: 

(12) f^^ät^y^..^.,(V2-.). 

§ 13. Über das Produkt Q{ax^v) - Q(ßx,Q), 

Aus einer allgemeinen Integralformel , welche ich in meinem 
Handbuch der Theorie der Gammafunktion, p. 120 entwickelt habe^ 
ergibt sich unter Anwendung der Formel § 8, (12): 

/St^' '^^ - nv)^'<''-'Q{ccx, 1 - v) 



eine Integraldarstellnng von dieser Form 

(1) r(v)r{Q)a'-'ß9-'Q(ax,l^v)Q(ßx,l-Q)^'^f''^Je-*'h(t)dt, 



wo der Kürze halber 



gesetzt worden ist. 



1) Die Differential* und Integialreclmung Bd. I, p. p. 374, 372; Zürich 1839. 
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Die Identität 

t^a+ß \z + a^ t-z + ßj ^z + a){t-z + ß) 

ergibt dann nach einer einfachen Umformnng 



so daß nns nur übrig bleibt das bestimmte Integral 



näher zu untersuchen, denn es ist oflFenbar wegen (3) 
(5) A(0 = ^ _^ l-_^-^ . [H'^oit, a) + HO'^it, ß)] . 

Denken wir uns nun vorläufig |a| > |^|, so ist 

und somit ergibt das erste Eni er sehe Integral diesen Ausdruck 

WO F die gewöhnliche hypergeometrische Reihe bedeutet; aus der 
von Euler herrührenden Formel 

ergibt sich dann ohne Mühe aus (6) 

(7) «..ft.)-';:-9^-f|^l-^(»,l,. + .,.-:^), 
und somit entfließt endlich die gesuchte Fonnel 

a — »/Jf- V+/*' • Q{ax, 1 - v) Q{ßx, 1 - p) - 



(8) 



OD 
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Setzen wir in (8) speziell v = (> = 1, so erhalten wir nach einer 
einfachen Reduktion die Integraldarstellung 



(9) 



e(«+/^* (li (e-«^ li {e-fi') - log (a/3) li (e"«'-*^^) 



aus der verschiedene andere hergeleitet werden können. 

Erstens gibt die Annahme a = /J = 1 nach der Substitution 
t ^u— 1 die in ganz anderer Weise von Winckler^) gefundene 
Formel 

(10) e' (li {e--)f = 2 'f-i~f- dt , m{x)> 0. 

1 ^ 

Zweitens setzen wir in (9) ia statt «und j3 == — ia, dann ergibt sich 

li (c"") li (c-«o =/^' • log (i + -^;)dt, 



woraus unter Zuhilfenahme der Formeln § 3, (1), (2) und unter 
Anwendung der Substitution ^ = a tg folgt: 



(11) icUx)y+i^i(x)y 2-J^ "2ele -^Q> SR(a;)>0, 



eine Integraldarstellung, die in ganz anderer Weise und in etwas 
anderer Form von Enneper*) gefunden worden ist. 
Aus (10) finden wir durch Differentiation nach x 

(12) lip fe-*' logt, dt; 

1 

fahren wir noch die ganze transzendente Funktion 

(13) 0(.)-/f^',,_2fc'a^fcti>«- 

eiu; in der ß{x) die aus der Theorie der Gammafunktion bekannte 
Transzendente bedeutet: 



1) Journal fOr Mathematik Bd. 46, p. 147—148; 1868. 

2) Zeitschrift für Math, und Physik Bd. 6, p. 407; 1861. 
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(14) «X) -f ti'; - \ ["m-^di-M"'' 

so ergibt sich wegen (10) , 

(15) ^ (li(e-')y + G{x) =/^^ dt. 



Die Vergleichung der beiden Formeln (15) und § 11, (4) liefert 
eine Relation zwischen den beiden Funktionen F{x) und G(x)] 
nach einigen Reduktionen und nach einer DüOPerentiation reduziert 
sich diese Relation auf eine formale Identität. 

Zweitens setzen wir in der allgemeinen Formel (8) v = q = ^, 
dann resultiert diese andere spezielle Integraldarstellung 

aus der für « == /J = 1 und nach einer einfachen Umformung folgt 
(U) l.(LM).-/-^:I..ä, 

eine Formel, die in etwas anderer Form von Winckler^) angegeben 
worden ist. Setzen wir in (16) « = i == — j3 und t = tgQ, so er- 
halten wir die mit Formel (11) analoge Darstellung 



si^— - ^Ö- 



Wir bemerken noch, ohne darauf näher einzugehen, daß auch 
die Annahme v = 1 , p = ^ uns elementare Funktionen unter dem In- 
tegralzeichen in (8) gibt. 

§ 14. Über einen Integralsatz von BesseL 

Nachdem wir in' den Torhergehenden Paragraphen dieses Kapitels 
diejenigen einfachen bestimmten Integrale, welche elementare 
Funktionen enthalten und sich unter endlicher Form durch die sechs 
Transzendenten darstellen lassen, entwickelt haben, bemerken wir 
noch, daß wir verschiedene andere Integrale derselben Natur 

1) Journal für Mathematik Bd. 46, p. 110—111; 1868. 
Nielten, IntegraUogulthmat. 8 
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kennen. Da diese Integrale indessen wegen ihrer komplizierten 
Form kein besonderes Interesse darbieten, wollen wir nns hier auf 
den folgenden allgemeinen Integralsatz, von welchem schon BesseP) 
einen recht weitgehenden Spezialfall erwähnt hat, beschränken: 

Fs seien (p(x) und tl;(x) zwei in x ganze rationale Funktionen^ 
so daß die Gleichung tl;(x) = Jceine andere reeUe Wurzeln als nega- 
tive Zahlen hat, dann ist das bestimmte Integral 

CK 

Ü 

unter etidliclier Form durch Integrallogarithmen ausdrückbar. 
Setzen wir nämlich identisch 

wo x(f) ^^^^ ^ ^ ganze rationale Funktion bedeutet, während die 
Exponenten r, sämtlich positiv ganz sind, so folgt offenbar nach 
einer einfachen Umformung 



(3) 



• = ! a^ 



da nun das erste Integral rechter Hand in (3) eine in x rationale 
Funktion darstellen muß, so ist der Satz eine unmittelbare Folge 
der Integralformel § 9, (3). 

Setzen wir nun speziell voraus, daß die ganze rationale Funktion 
x(f) verschwindet, und daß die Exponenten r, sämtlich gleich Eins- 
sind, so folgt aus (3) die speziellere Formel: 



'). 



Denken wir uns nun weiter, daß die in q>{t) imd if(t) vor- 
kommenden Koeffizienten sämtlich reell sind, und daß die Wurzeln 
der Gleichung t^(^)==0 sämtlich rein imaginär sind, so müssen diese 
Wurzeln in gleicher Zahl und paarweise, von der Form +ia,^ 
vorkommen. Setzen wir demnach 2n statt n und 



1) Abhandlungen Bd. II, p. 840. 
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SO erhalten wir unter Zuhilfenahme der Definitionen § 3, (1), (2) 
eine Identität von der Form 






= 2 (), . [cos (v, + a,a;)ci(a,a:) + sin(i?, + a,a;) • 8i(a,a;)], 
und somit nimmt die Formel (4) diese andere Form an: 



(P)Si 



1% ^'"^^ 2 . ^[p,- cos(t;,+ a,x) ci(a^x)+ sin(t;, +a^xy 8i(a,a?)]. 

ü •=! 

Unter Anwendung der beiden Integralformeln (4) und (5) können 
wir unmittelbar zahlreiche speziellere Formeln herleiten, welche 
Bierens de Haan^) direkt und mit beträchtlicher Mühe entwickelt 
hat. Wir wollen als einziges Beispiel den Fall 

näher untersuchen; wir finden hier 

qp(0 _ JL^ 1 1 +i J 1 — t 1 

if)\t)'^ 2 't+l '4 't — i 4 'i+i^ 

woraus für das imaginäre Wurzelpaar folgt: 

vind somit ergibt sich unmittelbar die gesuchte Formel: 

WJ t^+t'+'t+l 1/2" " 2 • 



Kapitel HI. 
Asymptotische Reihen und Kettenbrttclie. 

§ 15. AsymptoüBChe Beihe für die Q-Fanktion. 

Unter Anwendung der Integralformel § 8, (10) habe ich neuer- 
dings^) för Q(XyV), als Funktion von x betrachtet, eine asym- 
ptotische Reihe entwickelt, welche för jeden Wert von x mit sehr 

1) Verhandelingen der Amsterdamer Akademie. Bd. 2, 1856 und Bd. 6, 1867. 

2) Mathematische Annalen ßd. 69, p. 92; 1904. 
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großem absoluten Betrage anwendbar ist; indessen ist das Restglied 
dieser Reihe ziemlich kompliziert. 

FQr die Untersuchung der spezielleren Transzendenten^ welche wir 
liier eingeführt haben, reicht aber die Formel von Mellin § 8, (12): 

(1) riv)x'-'e"'Q(xy, 1 - v) =J'~l'^~-dt 



vollkommen aus^ und mit Zuhilfenahme dieser Formel ist es sehr 
. leicht, einen äußerst einfachen Majorantwert des Restgliedes der 
asymtotischen Reihe herzuleiten. 

Zu diesem Zwecke gehen wir von der elementaren Identität 

^ ^ x + t^ X x^ x^ a;" x\x + t) 

aus; eine Anwendung der altbekannten Integralformel 



(3) 



Je-^'t^-^dt^ ^^^^, SR(a;) ^ 0, SR(())> 



ergibt dann ohne weiteres, wenn der Ausdruck (2) in (1) eingeführt 
wird, die folgende Entwicklung: 

(4) Vivy^Qixy, 1 - V) -^'2'^'il^ + K, 

wo der Kürze halber 



dt 





gesetzt worden ist. 

Die Formel (4) ist zwar augenblicklich nur unter der Voraus- 
setzung 9i(v)>0 abgeleitet worden; eine Vergleichung des Rest- 
gliedes (5) mit der Integralformel (1) zeigt indessen, daß unsere 
Formel (4) nur eine Umschreibung der Reduktionsformel § 2, (3) 
sein kann, und somit ist auch (4) anwendbar, faUs nur 9i(i/ + n ) > 
vorausgesetzt wird. 

Der Spezialfall v= 1 von (4) rührt schon von Mascheroni^) 
her. Um nun einen Majorantwert von | B^ \ angeben zu können, 
setzen wir in (5) 

X = re*", y =- r^^^', xy = rri^(''+'»), v = i/j + ivg, 
wo die neu eingeführten Größen sämtlich reell sind, und somit erhalten 
wir die Ungleichung 

1) Zitat Ton Bretschneider im Journal für Mathematik Bd. 17, p. 260; 1887. 
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|JBJ<-1--/ T7-iA d^7 



80 daß man demnach ^ v^ < y oder — y < t^j ^ und v von ± jc 

yerschieden annehmen muß. 

Nun ist aber für ^ ^ 

1^ + rcosv + «rsinvl* ==(< + rf— 4<r8in^y 

und für reelle t und r 

(^ + ry ^ 4<r; 

daher finden wir ohne weiteres 

\t+ rcosv + irsint;|*>(^ + »•)*cos*-|^ r^cos*:|, 

und somit entfließt wegen (4) der gesuchte Majorantwert 

(6) l««l< ^-^- 



(rr^ co8„J*.^ 



C08- 



Wenn o; nicht negativ reell angenommen wird^ so darf in (4) 
y = 1 gesetzt werden, und somit ist der folgende Satz bewiesen: 

-Es sei x^\x\'^^ eine komplexe Veränderliche mit sehr großem 
absoluten Betrage, und — ä < 9 < + 3C, dann gilt die asymptotische 
Entwidklung: 

(7) rwe-ec^,! - .) -2"^-5S:^+-^ + ü, 

wo, indem v = Vj+ iv^ gesetzt wird, 

(8) i^«l< 



ia:r»+».co8 2 



angenommen werden da/rf. Die Reilie (7) bleibt wohl auch für 6 = -^ jr 
anwendbar; der Majorantwert (8) muß aber dann durch (6) ersägt 
werden. 

FÖr den Integrallogarithmus li(e"*) finden wir daher 



(9) ^. li(e-') »2'^^^-^- + i?., I ü. ; < 



n\ 



i^r-^'cos® 



und für die Krampsche Transzendente 

«=»-1 



(10) ... LWS). 2 '-;^",:,*' + ü., I a. I< ^^'"tf e ; 



2|^.._, -„2 
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für negative x müssen die Majorantwerte in (9) und (10) aus der 
komplizierteren Formel (6) abgeleitet werden. 

§ 16. Anwendungen. 

Als erste Anwendung der Resultate des yorhergehenden Para- 
graphen wollen wir die beiden Funktionen ci{x) und si(a;) in Be- 
tracht ziehen und setzen demzufolge in § 15, (9) ±ix statt x, 
wo das neue x als positiv anzusehen ist; damit erhalten wir die 
beiden asymptotischen Reihen 

(1) ci(x) =« ajx) cosa: — \(x) Bm(x) + R^, 

(2) si{x) = aj^x) sin(ic) + hjx) cosa: + U„ 
wo der Kürze halber 

gesetzt worden ist; für die Restglieder finden wir aus § 9, (8) bis (11) 

(4) \K\<^„\K\<^Vv 

während § 15, (9) größere Majorantwerte liefert. 

Aus (1) und (2) finden wir daher ohne weiteres die beiden 
Grenzwerte, indem p < 1 vorausgesetzt wird, 

(5) lim(a:^ • ci(a;)) = 0, lim {a^- q\{x)) = 0, 

Ehrend die Formeln § 3, (5), (7) unter Anwendung von (5) 

(6) lim ci(a:) =« ± ar i, lim si {x) =^ — tc 

xss — ac X = — X 

ergeben. 

Die beiden letzten Resultate stimmen mit den Integralformeln 
§ 8, (6), (7) vollkommen überein, wenn im ersten Integrale, för 
negative Xy der Punkt ^ =« durch einen kleinen Halbkreis um- 
gangen wird. 

Setzen wir in ahnlicher Weise in § 15, (10) ± tV statt Xy wo 
das neue x wieder positiv angenommen werden muß, so finden wir 
die Entwicklungen 

(7) C{x) = 6;(x) bo8(x») - a;(x) sin(x*) + B, 

(8) S{x) - o;(x) cos {x^ + b;{x) Bin(jr») + R,, 
in denen der Kflrze halber 
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gesetzt worden sind, und in denen vermöge § 9, (12) bis (15) 

aDgenommen werden darf. 

Es ergeben sich hier die Grenzwerte 

(1 1) lim (x^ ' C{x)) = 0, lim {pi^ • S(a;)) = , 

in denen q <\ vorausgesetzt werden muß, und 



(12) lim C{x) = y% lim S{x) = ]/j. 

Als eine weitere Anwendung der in § 15 entwickelten asym- 
ptotischen Reihen wollen wir noch die Konvergenz eines von Bessel 
betrachteten Produktes in aller Strenge beweisen. 

Setzen wir der Kürze halber 

«=:0C 

(13) Fix) = M^if) - li(e-f) = 2x ■^ .u+mu + iy 



SO hatBesseP) diese Verallgemeinerung des Produktes von Wallis 

ri4^ fr - _-^(?«^)i/(L*^ = ^jjy) 

^ ^ LjL 'F({2s - l)x) ■ F{{28 + l)x) 4a: 

angegeben, allein sein Beweis ist ohne alle Strenge, weil er zum 
wiederholten Male divergente Reihen benutzt. 

Wir denken uns natürlich, daß x so gewählt wird, daß keine 
der Funktionen F(nx) für willkürliche positive ganze n Null 
wird; dann ergibt eine Anwendung der Reihenentwicklung § 15, 
(9) für ein sehr großes n eine Darstellung von dieser Form 

(15) F{nx) = e±" (-'- + -/-, + ->^) 

\nx n^x n x^ 
WO ± a; so zu wählen ist, daß SSi{-±x)>0 wird, und wo \k^\ stets 
endlich bleibt, wie groß auch n angenommen wird. 
Aus (14) finden wir aber ohne Mühe 

(16) l««Por^1,.) = ±- + 108(1 -,t) + 1^ 



1) Abhandlungen Bd. ü, p. 340. 



? 
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WO l„ dieselbe Eigenschaft wie früher Jc^ besitzt; setzen wir noch 
in (16) n + 1 statt n, so gibt die Subtraktion der beiden so er- 
haltenen Formeln eine Entwicklung von dieser Form 

/i^N T F{nx)-F{nx) , /- 1 \ , ^' 

WO Z/ hinwiederum dieselbe Eigenschaft als k„ in (15) hat; aus 
(17) geht aber die unbedingte Konvergenz des Produktes linker 
Hand in (14) hervor. 

Was die Formel (14) betriflft, so können wir hier nicht näher 
auf dieselbe eingehen^ bemerken aber vorübergehend, daß sie wahr- 
scheinlich falsch ist. 

§ 17. Kettenbrüohe von Iiaplaoe, Soldner und Legendre. 

Verschiedene Autoren haben eine merkwürdige Anwendung der 
asymptotischen Reihen des § 15 gemacht, indem sie durch Um- 
schreibungen dieser divergenten Entwicklungen konvergente Ketten- 
brüche hergeleitet haben. Es ist dies also ein ähnliches Verfahren, 
wie dasjenige, welches uns aus einer divergierenden (asymptotischen) 
Reihe eine konvergente Fakultätenreihe liefert, wie ich dies in meinem 
Handbuch der Theorie der Gammafünktion Kapitel XX auseinander- 
gesetzt habe. 

Die Ursache der Entstehung dieser Kettenbrüche durch formale 
Umschreibungen divergenter Reihen ist in einem allgemeinen Satze, 
welchen wir nun vorausschicken wollen, zu suchen; es wird sich 
dann zeigen, daß alle die obenerwähnten Kettenbruchentwicklungen 
als Spezialfälle eines einzigen allgemeinen Kettenbruches hergeleitet 
werden können. 

Der eben genannte Satz lautet wie folgt: 

Wendet man auf die stets divergierende (unendliche) hyper- 
geometriscJie Reihe 

(1) limJ'(e,v,*,-f) 

die Methode von Gauß^) zur Entwicklung in Kettenbrüche ganz 
fomieU any so kommt ein Kettenbruch, der sicher für positive x und 
reeUe v und q konvergiert. 

Um diesen Satz zu beweisen, bemerken wir zuerst, daß die 
Reihe (1) durch ein bestimmtes Integral von der Form 

1) Comment. Götting. Bd. ü, p. 18 ff; 1812. Werke Bd. lU, p. 184 ff. 
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00 

(2) U''V{x) "ßj^^-^- dt, ^(x) > 0, SR W > 

dargestellt werden kann, so daß die Reihe, von einem einfachen 
Faktor abgesehen, das Integral asymptotisch darstellt. 

Setzen wir nämlich 

< = it-- i 

so erhalten wir die asymptotische Reihe ^) 

x^ ■ U^'^ix) = 21 ^-^ + ^«'' 



(3) 



« = 



welche sich ja leicht in (1) überführen läßt. 

Setzen wir nun in (2) v + 1 statt v, so gibt eine partielle 
Integration leicht diese erste Fundamentalgleichung 

aus der nach einer einfachen Umformung folgt: 



(5) 



V'^^ix) 



X + -T 






\x)^ 
Weiter ergibt die offenbare Identität 

gemäß (2) diese andere Fundamentalgleichung 

(6) C7-+«.^+^(rt:) = J7-+^.^(a;) - C7-+i»e+^(a;), 

und somit folgt aus (5) die Kettenbruchentwicklung 

17" + ^»^(a;) V 



(7) 



ir^Hx) 



x + 



woraus sich unmittelbar die formale Entwicklung des entsprechenden 
G au ß sehen Kettenbruchs ergibt. 



1) Man Tergleiche meine Abhandlung Sur nne integrale d^finie in 
Math. Annalen Bd. 59, p. 92; 1904. 
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Werden nun aber x als positiv, v und q als reell voraus- 
gesetzt, so werden die Zähler und Nenner im Kettenbruche (7) von 
einem gewissen Stellenzeiger an sämtlich positiv, und dasselbe 
gilt för das komplementäre Glied 

weil das Integral IJ för solche Werte seiner Parameter rr, v und q 
positiv sein muß. Damit ist aber unser Satz bewiesen. 

Nach diesen allgemeinen Erörterungen setzen wir nunmehr in 
(2) p « 1, dann erhalten wir wegen der Formel von Mellin § 8, (12) 

(8) [/"'^(a:) = e'y{y)q{x,\ - v), 

woraus unmittelbar folgt: 

eine Anwendung der Differenzengleichung § 2, (2) liefert dann ohne 
weiteres den anderen Ausdruck 



Cr'''^(a) , . e -x 



JP«!-»' 



= -1 + 



führt man nun diesen Wert in (7) ein, so resultiert der Kettenbruch 



(9) 



»+ - -- 
1+ 



a; + 



1 + 



3 — V 

X-\-- 



1 + -.. 



der in etwas anderer Form von Legendre*) gefunden worden ist. 

Aus (9) finden wir dann für 1/ = den Kettenbruch, welchen 
Söldner^ formell entwickelt hat, nämlich: 



) 



1) Trait^ des fonct. ellipt. et des integrales eol^riennes Bd. 11, p. 509; 
Paris 1826. 

2) Theorie et tables d'une nouvelle fonetion transcendante , p. p. 17, 23; 
München 1809. 
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- C li (c-') — ^ . 

1 + —* 
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(10) 



1 + 



1 

X 



1 + 



2 

X 



•1 + 



2 

X 



1 + 



X 



1 + 



Setzen wir weiter in (9) i; = y und x^ statt a?, so ergibt sich der 
folgende Eettenbruch für die Kramp sehe Transzendente: 



(11) 



e^L{x) 



2a; 



1 + 



2a;* 



1 + 



2 

2a-« 



1 + 



2 a;« 



1 + 



4 
Ix«" 



1+-.. 



der formell von Laplace*) angegeben ^ aber zuerst in aller 
Strenge von Jacob i^ bewiesen worden ist. 

Wenn Soldner die Analogie seines Kettenbruchs mit dem 
von Laplace hervorhebt, so geschieht dies mit vollem Recht; 
denn wie wir gesehen haben, entfließen diese beiden Kettenbrüche 
aus dem Legendreschen nur bei verschiedener Spezialisierung des 
Parameters v. 

§ 18. Die Annäherungsbrüohe des Legendresohen Kettenbruohs. 

Wir haben nun die Annäherungsbrüche des Legendreschen 
Kettenbruchs, oder vielmehr des folgenden 



1) M^canique eheste livre X; Bd. IV. 

2) Jouraal für Mathematik Bd. 12, p. 846; 1884. 
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(1) 
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1 — y 

1+ — —. 



e(«,-) 



1 + - 

1 + 



X 



1 + 



2 



! + ••. 



näher zu ontersnchen; bezeichnen wir mit 

m:-) Mi) Mi) 



(2) 



l — v 



«•(i)' ^'(i)' ^'(i)' 

diese Annäherungsbrüche, so finden wir direkt 
(3) /o(i) = l' /iO-l + i^ 

während die folgenden Zähler und Nenner sich unter Anwendung 
der Rekursionsformeln 

(6) y,.(i)-y..-,(i) + J-y..-,(|) 

nach und nach berechnen lassen; in (5) und (6) ist sowohl F^^f^ 
als F^ = g^ zu setzen. 

Durch vollständige Induktion finden wir demnach aus (5) und 
(6) für die f^ diese allgemein giltigen Ausdrücke: 






(') ^..a)-i+2(:) 

»= 1 

(8) /,,.. (-i) = 1 +TCV) ■ (!L+J^l^O(^h-(!^+?-); 



die letzte dieser Formeln ist für r = in etwas anderer Form von 
Laguerre^) angegeben worden. 



1) Werke Bd. I, p. 430. 
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Was die Nenner g^ betriflPt, so ist es sicher nicht möglich, ihre 
allgemein giltigen Ausdrücke in einfacher Form darzustellen; Söld- 
ner^) hat für v = die zwölf ersten dieser Polynome ausgerechnet. 
Durch vollständige Induktion folgt aus (4), (5) und (6),» daß die 
Polynome g^^ und g^^-^i beide vom n**° Grade in l:a: sein müssen. 

Wir erwähnen hier noch, daß die Formeln (5) und (6) auch auf 
die Form 

m f..(i) - (> +'^) ■ F,...(^ - <---^-= 'i ■ ^....(1) 

(10) ^..„(i) - (1 +5i±i=') . ^....(l) - "-%^> . f....(i-) 

gebracht werden können; um dies einzusehen haben wir in der Tat 
nur in (5) unter Anwendung von (G) die Funktion mit ungeradem 
Stellenzeiger, und in (6) unter Anwendung von (5) die Funktion 
mit geradem Stellenzeiger zu eliminieren; eine Wiederholung des- 
selben Verfahrens mit den beiden so erhaltenen Formeln ergibt dann 
unmittelbar die gesuchten Formeln (0) und (10). 

§ 19. Verallgemeinerungen der Eettenbrüche von Laguerre 

und Tannery. 

Die Rekursionsformeln § 18, (9), (10), welche wir soeben 
entwickelt haben, sind in der Tat höchst merkwürdig; setzen wir 
nämlich 

(1) ^•Ä.+,(i) = 9>«H.i(^), a;-+».^„^,(y-^,^i(x), 

so ist offenbar 

^•i'»- + i(-) ^^^^ix) 



(2) 



f^Ai) ^"-^^^' 



woraus sich unter Anwendung von § 18, (1) der folgende Grenzwert * 
ergibt: /^) 

FQhrt man nun die Definitionen (1) in § 18, (10) ein, so ent- 
fließen die beiden anderen Rekursionsformeln 

(4) 9.+i(af) = (iT + 2h + 1 - v) ■ <p„(x) - n(n - v)- <p„_i{x) 

(5) ^«+i(^) = (« + 2n + 1 - v) • ^.(a:) - «(n - v)- t„.i(x); 

1) Theorie et tables d^une nouvelle fonction transcendante, p. p. 24, 25; 
München 1809. 
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aas den drei letzten Formeln läßt sich aber ohne weiteres die Eetten- 
brnchentwicklung ableiten: 



(6) 



Ö(^, v) 



,1 l-(i-f) 



, Q 2.(2- v) 



, R 8.(3 — v) 



a: + 7 — 1/ — • 



die also sicher ftir reelle v und positive x konvergiert. 

In dieser Allgemeinheit scheint die Formel (6) neu zu sein; 
für X ^\ ergibt sich der von J. Tannery*) in ganz anderer Weise 
für Q{\j v) hergeleitete Kettenbruch, während die Annahme i; « 
den von Laguerre*) gefundenen Kettenbruch für den Integral- 
logarithmus liefert. 

Setzen wir noch in (6) v = y iind x^ statt Xy so folgt fOr die 
Funktion L{x) diejenige Entwicklung, welche Laguerre^) erwähnt 
hat; seine Behauptung über die Analogie der beiden für li {er') 
und L{pc) so erhaltenen Kettenbrüche ist demnach vollkommen 
richtig; denn wie unsere Herleitung zeigt, sind diese Entwicklungen 
nur Spezialfälle derselben allgemeineren. 

Natürlich läßt sich in ganz ähnlicher Weise die Formel § 18, 
(9) anwenden; setzen wir nämlich hier 

(7) ^•i7,«(i-)=9'„W, ^^'•/i»(i) = ^,(^), 

so ist auch 

während aus § 18, (9) die beiden Rekursionsformeln 

(9) 9n{^) = (^ + 2n - 1/) . <)Pn-.i(^) - (w - l)(w - v) ' (p„_i(x) 

(10) t„ (x) ^(x + 2n^v)'tl,,^,(x)^(n^ l)(n - v) • ^,.,(rr) 
folgen, und somit ergibt sich der Kettenbruch 



1) Comptes renduB, Bd. 94, p. 1698—1701, Bd. 96, p. 75; 1882. 

2) Werke Bd. I, p. 481. 
8) Werke Bd. I, p. 488. 



(11) 
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Qix,v) '—^ - 



x + 4 — V - 

X—6 — V — '. 



der nen za sein scheint; natürlicli kann man dieselben Speziali- 
sierungen von (11) wie früher von (6) unmittelbar erhalten. 



Kapitel lY. 
Bestimmte Integrale. 

§ 20. Integrale mit der Exponentialfunktion. 

Die asymptotischen Reihen, welche wir in § 15 entwickelt 
haben, gestatten uns eine einfache Ermittelung einer großen Anzahl 
bestimmter Integrale, in welchen die Funktion Q(x, v) eine ähnliche 
Rolle wie die Exponentialfunktion in verschiedenen elementaren 
Integralen spielt. 

Aus der Differentialgleichung 

(1) I>:cQ(^^7 1/) = — a'^x'^^e-'" 
folgt durch partielle Integration 

(2) fe-Qiß., v)d. = - iZI^ff-'i + 0(^|^^ 

WO die Integrationskonstante weggelassen ist; lassen wir demnach in 
(2) \x\ über jede Grenze hinauswachsen, so müssen wir 9t(a + /5) > 
oder auch speziell 9i(a + /J) = und 9i(i/) > annehmen; wir finden 
dann unmittelbar die Formel 



(3) 






WO der sehr entfernte Teil des Integrationswegs mit der Achse der 
positiven Zahlen zusammenfallt. 
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Da nun für an (v) > die Definition der Funktion Q(Xy v) § 1, (2) 
die Formel 

(4) QiO,v) = r(v), fR(r)>0 

liefert, so entfließt aus (3) das bestimmte Integral 

(5) Je-''Q(ßt,v)dt='-^(l-^-^y 91«>-1; 

denn aus der DiflFerentialgleichung (1) folgt für SR (v) ^ einem be- 
kannten Satze ^) gemäß 

(6) lim x-^^''Qißx,v)\^[0^, 

je nachdem tf ^ angenommen wird, und die Formel (6) bleibt 
richtig, wie klein auch 1 6 \ angenommen wird, wenn nur diese 
Größe eine angebbare ist. 

In (5) ist also entweder 3i(a + /3) > 0, 3i(i/)> — 1 oder 
speziell 9t (a + /?)=» 0, 9i(v) > anzunehmen. 

Setzen wir in (3) und (5) v = 0, so entfließen die beiden 
spezielleren Formeln 

(7) /e- H (e-nät - llTIi^ _ ^iLÜ^ . 



(8) 



Je-" li (e-t")dt = - -^ . log (l + I) , 



in denen demnach 9i(a + /3) ^ aber a + ß Ton Null Terschieden 
angenommen werden mfissen; die Formel (8) war schon Schlö- 
milch') bekannt. 

Ans (8) finden wir dann ohne weiteres die beiden Integral- 
darstellnDgen 

(9) Jcos («0 U (e-fi')dt -^ • arctg {^) 

(10) J sin (at) li (e-?^dt = - 1 . log (1 + 1^) 



1) U. Dini: Gnmdlagen für eine Theorie der Fonktioiien einer reellen 
Teiftnderlichen GrGße, p. 104; Leipzig 1892. B. G. Tenbner. 

2) Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale, p. p. 74, 76; Jena 1843. 
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wo 9i(/S ± ia) ^ yorauszusetzen ist, und in ähnlicher Weise die 
beiden anderen Formeln 

(11) je-' ci ißt)dt 1 . log (l + |J) 



(12) Je-" si (ßf)dt = - -i- • arctg (^) , 



in denen 9i(a ± i/J) ^ angenommen werden muß; die beiden Formeln 
(9) und (10) verdanken wir auch Schlömilch.^) 

Kehren wir nun zu den Formeln (3) und (5) zurück, so gibt 
die Annahme v = ^ nach einer leichten Änderung der Bezeichnungen 
die beiden spezielleren Formeln 

(13) fe-'-''L(ßt)dt = ^'^-i^-^ - (<>^l/«^+Z^) 

^ ■' J ^^ 2a» 2a'V«' + ^' 

(14) ß->^Lm^,.yi(,...^y 

§ 21. Diskontinuierliohe Integrale. 

Die partielle Integration liefert noch unter Anwendung gewisser 
elementarer trigonometrischer Identitäten die folgenden Integral- 
formeln: 

(1) fcOBiccx) ci {ßx)dx = ""^"^'^^^ - ^H'^X + ßx)+j>i{ax-ßx) 

(2) fsm(ccx)Gi{ßx)dx COB («^^ ci (ßx) _^ ci (ax + ßx) + ci (ax - ßx) 

(3) fcos(ax) si(^x) dx - ?i5M!i(g^ + <>i(''^ + ß'c)-ci(.x-ßx) 

(4) J\miax)si(ßx)dx '^o(.-'=)j^(ß^) + si(.x + ßx)-si(ax-ßx) 

In (2) und (3) dürfen wir nicht a =■ /J annehmen; wir finden 
aber in diesem Falle ganz in derselben Weise die spezielleren Formeln 

(o) I sm X ci {x)ax = — cos a: ci {x) H — ^^ — -^ — - - 

"%) Beiträge zur Theorie beßtimmter Integrale, p. p. 74, 76; Jena 1848. 
Ni9lsen, Integrallogarithmus. 4 
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(6) / cos X si (x) dx = Biax si (x) + ^H ^)— ogx 

In (5) und (6) darf offenbar x nicht über jede Grenze hinaus- 
wacbsen; dies ist aber in den vier vorhergehenden Formeln wohl 
erlaubt. Um dies zu erreichen, haben wir die beiden Grenzwerte 
§ 16, (6) in Betracht zu ziehen; es zeigt sich dann, daß die so 
erhaltenen bestimmten Integrale mit den Grenzen und oo sämtlich 
diskontinuierlich sein müssen; wir finden in der Tat aus (1) 
und (4): 

(7) fco8{ax)ci{ßx)dx = { ^^ 
JT l 

00 

(8) f sin (ccx) si(/}a;) dx = 



n 





je nachdem a^ß vorausgesetzt wird; aus (2) und (3) ergibt sich 
in ähnlicher Weise 



(9) 



/l et* I 

sin(«a;) ci(/3a;)rfx ä^ • log ^ - 1 j 



(10) fco^iax) si(ßx)dx = - J- . log I J±^ I, 



WO die absoluten Werte deutlich die Diskontinuität zeigen. 

Es liegt auf der Hand, daß in den vier letzten Formeln a und 
ß beide als positiv anzusehen sind. 

In (9) und (10) darf, wie schon bemerkt, nicht a =-/} ge- 
setzt werden; dies ist aber wohl in (7) und (9) erlaubt; die so er- 
haltenen Integrale werden einander gleich; es ist nämlich 



7t 

X ^. 



OD OD 

(11) / coso; Q\{x) dx ^ I sinx si(:r) d 

u 

In ganz ähnlicher Weise finden wir die folgenden unbestimmten 
Integrale 

(12)/oos(«x)C7(>^)dx^'-^("-^^Av@-^(g(^^>+ ^^^") ) 



^ 
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(15) rBm(aa:)5(y^)d:r— '^■'^"'^^^(>^) +|^( ^^>^!±^) - ^(^gg^) \ 

in denen a von ß verschieden sein muß; fftr a = /3 verschwindet 
die letzte Funktion S in (12) und (15), während in (13) und 
(14) das letzte Glied in den Parenthesen durch Yx zu er- 
setzen ist. 

Aus diesen Formeln ergeben sich nun ohne Mühe die ent- 
sprechenden bestimmten Integrale mit den Grenzen und oo; es 
leuchtet ein, unter Zuhilfenahme der Formeln § 16, (12), daß die 
vier so erhaltenen bestimmten Integrale sämtlich diskontinuierlich 
s^in müssen, da sie verschiedene Werte annehmen je nachdem 
cc^ ß angenommen wird. 

§ 22. Analogien der Integrale der 88 9 und 14. 

Als eine weitere Anwendung der für die Funktionen li(c""*) 
ci(a;) und si(:r) gefundenen asymptotischen Ausdrücke wollen wir 
Integralgattungen, welche mit denjenigen in §§ 9 und 14 betrachteten 
analog sind, näher untersuchen. 

Zuerst beweisen wir den folgenden Satz: 

Wenn n eine positive gansse Zahl bedeutet, so ist das bestimmte 
Integral 

(1) J'- p^'~^lT^ dt,m(x)^o 

a 

unter endlicher Form durch Integrallogarithmen ausdrücJcbar. 
Durch partielle Integration finden wir in der Tat 

a a 

aus der Identität 

L_ L_/ ^^ ^\ 

(t + a){t + ß) ß-a\t + a t + ß) 
entfließt aber durch (n—1)- malige Differentiation nach a, wenn 
a = gesetzt wird, die Dekompositionsformel 

da nun weiter 

4* 



# tr =—*-"= i .-— — -*=' 



9\ mar HE 1 "Zirm: 






ir^ 






-r « f.-== X .-^- 



»^rr— . « 






-f I -. #-== , äir-: — J^-— , - — , 



1*!: :^ - .-. «. ^. 
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§ 23. Weitere diskontinuierliclie Integrale. 

Wir wollen nunmehr den folgenden eigentümlichen Satz, welcher 
neu zu sein scheint; beweisen: 

Die nach x genommenen unbestimmten Integrale der vier Produkte 
li(e-***)li(e-'''*), Q\{ax)c\{ßx)^ Bi{ax)si{ßx), Qi{ax)Bi(ßx) 
sind sämtlich unter endlicher Form durch die drei Transzendenten 
li, ci und si ausdrückbar. 

Erstens gehen wir von der Formel § 20, (7) aus; dividieren 
wir dieselbe durch a, so gibt eine Integration nach a^ von a bis 
oo, das Resultat 

OC 00 OD 

(1) f\i(e-"')\i{e-fi')dt li(^e-i")-f^-^dt+f ^^'~'l~'"^ dt; 

X a a 

das letzte Integral rechter Hand in (1) ist schon in § 22, (4) be- 
stimmt worden; unter Anwendung von § 9, (3) findet sich weiter 



e-'' ,. e-"^ 



OC 

a 

und somit entfließt aus (1) die gesuchte Formel 

Ai(e-«01i(e-'*0d< = (^ +4) li(e -"--*') -a;U(e-<")U(e-'»«)- 



(2) 



-fi' 



_.li(e-.^«)_l-_.li(e-"), 



in der also SR(a + /3) ^ angenommen werden muß. 

Für X ==^0 findet sich aus (2) das bestimmte Integral 

(3) fMie-"') Uie-ndt = (i+^)log(«+^) - '^ - ^-^-^, 



woraus sich für a = /3 = 1 die folgende, noch speziellere Formel ergibt: 

(4) r(li(e-0)*d^ = 21og2. 



Um nun auch die zwei nächsten unbestimmten Integrale her- 
zuleiten, gehen wir von § 21, (1) und (4) aus und finden dann in 
ähnlicher Weise 



/ ci{ax)ci(ßx)dx=^xci{ax)ci(ßx) + Y~ (8i(«^^ + /3a;)+ si(aX''ßx)) + 
+ ^(Biiax + ßx) + B\{ßx--ax)) — • 



^ '^ I 1 , . - . _ V 8in(aic)ci(/JÄ) 8in(/Ja;)ci(aa;) 



(6) > 
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/ Bi(ax)Qi{ßx)dx = X8i{ax)8i(ßx) — r-g {Bi{ax + ßx) + siiax — ßx)) — 



-±.(^,i^ax + ßx) + Bi{ßx-ax)) + '-^'^^^^ + '^'^^''-^\ 



00 

(7) / ci{ax)ci{ßx)dx 



Es ist dann offenbar^ daß die beiden entsprechenden bestimmten 

Integrale mit den Grenzen und oo diskontinuierlich sind; es 

ergibt sich in der Tat wegen § 16, (6) 

n 

n 

OD ^ 

8i{ax)8\{ßx)dx = { , 
« I2? 

je nachdem a^ß vorausgesetzt wird; für a^ ß findet sich speziell 

00 00 

(9) J(cHx)ydx =|(8i(a;))« da; - J . 



Gehen wir endlich von § 21, (2) oder (3) aus, so erhalten wir 
die vierte und letzte Formel dieser Gattung 



(10) 



n 



ßi(ax)oi(ßx)dx = XBi(ax)ciißx)+'^^^^^^>-'^^^^''^- 
und hieraus das bestimmte Integral 

00 

(11) j8i(«a;)ci(^^)d^ = >-?«i-(i^ + ^^.)l0g(« + ^)-(/--,^)l0gi«-^|, 


das demnach auch ein diskontinuierliches ist; für a <= /3 — 1 entfließt 
die speziellere Formel 

oe 

(12) f<iK^) si{x)dx = — log 2. 

§ 24. Das Analogen des Bweiten Euleraohen Integrals. 
Die partielle Integration liefert noch diese andere Formel 

(1) J<»-X^(<,^)d^ = «^li±J^ei^; 
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ist nun 9l(v + 9) > 91(9) > 0, so darf in (1) a: = angenommen 
werden, und somit entfließt die speziellere Integralrelation: 

OD 

(2) Jt,-iQ(t,v)dt^'-^', 



die Subtraktion von (1) und (2) liefert demnach wegen der Identität 

r{v + q)^ P(x,v + q)+ Q{x,v + Q) 
diese andere Formel 

X 

(3) j\,-^Q{t,v)dt = ^^^^^^^^^-^^^^. 



Die Analogie zwischen den drei Formeln, die wir soeben ent- 
wickelt haben, und den entsprechenden aus der Theorie der Gamma- 
funktion liegt auf der Hand; bezeichnen wir nämlich durch D^(v,()) 
und 5ßa.(v,p) die beiden in (1) und (3) auftretenden Integrale, so 
ist die O- Funktion sicher sowohl in v als in q eine ganze Trans- 
zendente, falls X endlich und von verschieden angenommen wird; 
weiter ist offenbar 

(4) !>±f)=^^(^,p) + Ei,Kp). 

Es ist daher sehr interessant, daß diese Teilung des bestimmten 
Integrals (2) auf keine neue Transzendente führt. 

Der Anwendungen wegen schreiben wir vorteilhafter die Formel 
(2) unter der Form 



(5) 



OD 



differentiieren wir nun diese Formel nach q, so gibt die Annahme 
p » 1 die folgende Integraldarstellung: 

OD 

(6) jQ{tx,v) logtdt = !^^ (¥(1/ + 1) - loga; - 1), 



in der ^(x) die in § 7, (7) eingeführte logarithmische Ableitung 
von r{x) bedeutet. 

Für 1/ = finden wir aus (6) die spezielleren Formeln 



(7) Ai(e-'*).^-id^-- ^^^^ 



cfi 











r(p)co8'^ 


^\{tx) 


■i^- 


-'dt = 


2 


OB 

c 








li 


/ 8i(<«). 


i^- 


^dt = 
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(8) 

(9) , 

wo überall ?R((>)>0 yorauszusetzen ist; in (8) und (9) darf 
X nur positiv sein, wälirend in (7) SR(a;)^0 anzunehmen ist; die 
Formel (7) verdanken wir Schlömilch^). In (8) und (9) muß 
noch ?R((>)<2 angenommen werden; für q^I verschwindet das 
Integral in (8). 

Aus (6) finden wir in ähnlicher Weise 

(10) f]i{e-*)\ogtdt = J\i{() log W^ = C + 1 



(11) J*ci(<)l0gW<-y. 



Setzen wir endlich in (6) v = ^, so ergibt sich die folgende 
Formelgruppe: 

(12) jL{tx)e9-^di^'-^l 



fc{tx) 



(13) / C(tx)fi9-'dt 



r(p + i)co8^^J:i.^ 



..x^ 



J S(tx)t^.-^ät -^- 



(14) / S{tx)i^9-^dt^ 



hierbei ist in (12) SR((>)>0 und 8l(a;*) > 0, in den beiden anderen 
Formeln x positiv und 0<8l((>)<f anzunehmen; für p =« ^ 
verschwindet das Integral in (13). 

Die Analogie der zwei Formelgruppen (7) bis (9) und (12) 
bis (14) mit einer entsprechenden Formelgruppe aus der Theorie 
der Gbmmafunktion^ ist vollkommen. 

§ 25. Das Analogen des Laplaoe-Abelsohen Integrals. 

Wir wollen nunmehr aus den Formeln des vorhergehenden 
Paragraphen als Analogon des Laplace-Abelschen Integrals den 
folgenden Satz herleiten: 

1) Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale, p. 74; Jena 1848. 

2) flandbnch der Gammafonktion. p. 152. 
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Es sei 



(1) Fix) 






eine solche ganze transzendente Funktion in Xy daß der Konvergenz- 
radius r der Potenzreihe 

(2) f(x) = a^ + a^x + a^x^ + a^ x^ -i 

eine angebbare Größe ist, dann ist allgemein 



'X\Q + » 

y 



(3) fQ{ty, v) F(tx)t^-'dt = a;-f • 2 ^, • g) 

und diese Formel bleibt jedenfalls richtig, wenn gleichzeitig 9fl(y) > 
\x\<r'\y\ und entweder 9l(i/)>0, 9l((>) > oder 9fl(i/)<0, 
?R(v + ()) > angenommen werden. 

Um diesen Satz zu beweisen, bemerken wir, daß die unendliche 
Reihe 

W Zj V{y + Q + s) ' 

unter den oben angegebenen Bedingungen über v und q, offenbar 
die folgenden drei Eigenschaften besitzt: 

1. Die Beihe (4) ist im Intervall < ^ < oo eine gleichmäßig 
konvergente. 

2. Die einzelnen Glieder unserer Reihe sind von ^ =» bis 
^ = oo in ^ integrabel. 

3. Die neue Reihe, welche durch formale gliedweise Integration 
von ^ = bis ^ = oo aus (4) erhalten wird, ist nichts anderes 
als die Reihe rechter Hand in (3) und somit konvergent, falls q 
weder gleich Null noch einer negativen ganzen Zahl angenommen 
wird. Ein bekannter Satz ^) ergibt dann unmittelbar die Formel (3). 
Wir bemerken noch ausdrücklich, daß der Giltigkeitsbereich der so 
erhaltenen Formel (3) häufig viel umfassender sein wird, als der der 
obengenannten allgemeinen. 

Als die erste unter den zahlreichen Anwendungen von (3), 
welche uns auf bekannte Funktionen führen, betrachten wir den 
einfachsten Fall, wo a, = 1 angenommen wird; unter Zuhilfenahme 
der Formel § 4, (5) ergibt sich dann unmittelbar ftlr F{x) der 
Ausdruck 



1) ü. Dini: Grundlagen, p. 528. 



^(2(/y,.)P(^a:,. + p-l)e'-r'ei^-'-(';iff^.^^,.(ff ; 
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woraus unter Anwendung von (3) die Integralformel: 

(4) 

setzen wir speziell in (4) p = 1, so erhalten wir 

(5) jQ{ty, v)P{tx, vytr'dt m . log (i _ £) . 

Als zweites Beispiel substitaieren wir 

(-l )T(g + «> + <■) 

und wir bekommen die folgende Formel: 

(6) Je-my, «)«-*< - -• -f fci^^-t^' ■ (f )'". 

aus welcher eine große Menge anderer hergeleitet werden kann. 

Die Annahme x^O ergibt z. B. die meisten der in § 24 ent- 
wickelten bestimmten Integrale, während sich für p » 1 verschiedene 
speziellere Formeln des § 20 wiederfinden. 

Wir wollen noch andere Beispiele unserer Formel (6) hier 
näher betrachten: 

1) Setzen wir in (6) a; =« y = 1, v «• 1 — (>, so folgt nach 
einer einfachen Änderung der Bezeichnungen 



(7) 



fe-'Q(t, 1 - x)f-^dt - ß(x), 



1 



WO ß{x) diejenige in § 13, (14) eingeführte Transzendente bedeutet; 
die Formel (7) ist anwendbar, falls ^{x)> angenommen wird. 

2) Die Annahme a: — — 1, y=«+l ergibt unter Anwendung 
der Gaußschen Formel 

und der Euler sehen Identität 
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diese andere Integraldarstellung 

(8) l€^Q{t,v)t^-'dt^^j-^ fS^\ ^ , , 

^ ^ »y ^ '^ r(l — v) sm 7r{(f + v) ' 



in der demnach entweder 9l(v) > 0, 9l(p) > 0, ^(g + v) < 1 oder 
9i(i/) < 0, < SR(i/ + p) < 1 angenommen werden muß. 

3) Setzen wir endlich in (6) p = ^, v « 0, so folgt nach einer 
einfachen Änderung der Bezeichnungeu die folgende von Schlö- 
milch ^) herrührende Formel: 

(9) j(f^ li {e-'')dt ^ • arc sin x , 



die für a; = 0, x = 1 interessante numerische Resultate liefert. 

§ 26. Bestimmte Integrale mit Zylinderftinktioiien. 

Es ist sehr bemerkenswert^ daß die Analogie der beiden Funk- 
tionen Q(x, v) und e"* auch auf bestimmte Integrale mit Zylinder- 
funktionen ausgedehnt werden kann^ indem es möglich ist eine Beihe 
solcher Integrale , welche den altbekannten mit Zylinderfanktionen 
und der Exponentialfunktion') analog sind, mittels bekannter Funk- 
tionen auszudrücken. 

Erstens setzen wir in § 25, (3) 1 + v statt v und 

«. = ^'; 

dann folgt 

und somit finden wir die Integralformel 

(1) jQity, 1 + v)J''^'>{2yii)n'^-'dt =. x~^ ■ P(| , e) , 

in der P{x, p) die zu Q(Xj q) komplementäre Funktion bezeichnet; 
in (1) muß wegen des asymptotischen Ausdruckes für J^(x),^) im 
allgemeinen SR(y)>0 und entweder SR(i;)> — 1, ?R((>)>0 oder 
afl(i/) ^ — 1, afl(i/ + ())> — 1, speziell ?R(y) = 0, a: positiv angenommen 
werden. 



1) Beiträge, p. 76. 

2) 3) Handbncli der Zjlinderfunktionen, p. p. 186 ff., 166. 
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Aus (1) folgt für a; = y — 1 die elegantere Formel 



(2) 



fQit,l + v)J^^(fi2Vt)t'^ 'dt^Pio), 



während die Annahme p = 1 nach einer leichten Änderung der 
Bezeichnungen wegen § 2, (10) die Integraldarstellung 

(3) fQ{ty, v)J'{2yti)f'^ dt = j;"«"" AI - e'Tj 



liefert, woraus sich fär v = die spezielleren Formeln ergeben: 

(4) fi(e-')Jo{2Vrx)dt = ^^^ 

(5) jti(f)j«(2V^)d< = 5?i-pl 



(6) fsiit)J0{2yrx)dt = -^; 
u 

in den beiden letzten Formeln darf x nur als positiv angesehen 
werden. 

Aus der Reihendefinition der Zylinderfunktion J^(x) finden wir 
durch gliedweise Integration die Formel 

X 

fj^{2yti)dt = y~ . j'{2yti), 

und somit erhalten wir wegen (4), (5) und (6) die drei ähnlichen 
Formeln: 

(7) /ü(e-0J-'(2>^)^ = "^'"^-;^^-^°^" 

V V 

(8) j:i(0j^(2y^)^ = ?iM^^i^ 

/* ,, -^ — 8i(x) 
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Setzen wir in (3) v == ^, so ergibt eine Anwendung der Formel 

J (x) = 1/ sin X 

diese andere Formelgruppe 

(10) JLit) sin (2tx) dt^^ 



V 

/? 2 sin — • sin 

(11) JC(t) Bin (2tx)dt 



m 



xyTt 



cos ^- • sm 



(12) jS{t) sin {2tx)dt ^ 



Kt) 



wo X als eine positive Größe anzusehen ist; eine Integration nach 
X von o; bis cx) liefert dann ohne weiteres die drei ähnlichen Formeln: 

(13) jL(t) si {2tx)dt « ^7/^" - :^.L(a;) 



ü ' ' 

/1/8 sin -^ 
C(0 si (2^a;)d^ -^ • S(a;)/2) 

^^ 

yscoB^ 



(15) 



/?" yscos— 

S{t) si (2^a;)d< = ^ • S{xy2), 

Als zweites Beispiel setzen wir in § 25, (3) 

,_.,rC-±|±i+.) 



a. = 



s! ' 

die bekannte Reihenentwicklung^) 

(16) .v.(.0-<^ftiffiM^>.(2.). 

ergibt dann unmittelbar die folgende Integraldarstellung: 



1) Handbuch der Zylinderfunktionen, p. 21. 
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(17) 
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Q{ty,l+v)J^ {~)e'W « dt- 



3 



€ + • 



.„ (-.).r(i±|±i + .) 



S\((, + S) 

ans der für p = 4^, v = — ^ die speziellere Formel folgt: 

(18) ji(Oe-^ j»(^)rf* = 1 • log (a; + yr+^) . 



Setzen wir weiter in (17) p == 1 — v, dann resultiert wegen des 
i 
Wertes von J (x) ein Spezialfall der Formel § 25, (6). 

Als drittes Beispiel setzen wir in § 25, (3) 



l — g 



dann entfließt wegen (16) diese andere Formel 

(19) Vi ßittf, '-=^)j^-K2yi^i^-dt = -^^ . j^{^), 

'8 8 

i ' e 

ans der sich fiir p =» 1 die Formel (4) ergibt. 



§ 27. Integrale mit der Itommelsohen Funktion. 
Wir haben noch die Lommelsche Funktion^) 



(i) n-(«)-coBi(«-t).2'- 



<-«•(!)' 



b + ii 



^or(tp + s + t)r(t^ + s + t) 



1 



in Betracht zu ziehen. Zn dem Ende setzen wir in § 25, (3) 1 — v 

statt V und 

1 

dann folgt diese andere Darstellung der P-Funktion 
1) Handbuch der Zylinderfimktionen, p. p. 21, 87, 227. 



(3) 



§ 27. Integrale mit der Lommelscheu Funktion. 6$ 

JQity, 1 - r)n' - '• '»-'- ^(2iyix) C^dt = 
(2) 

ZU ^17' V ' 

woraus fiir p = 1 die Formel § 26, (3) neu hergeleitet werden kann; 
denn es ist offenbar 

TT«'«(a;) « J^'ix), TT«»-*(a;) = cos na • J-'^ix) . 

Setzen wir weiter in (2) 9 = v, so entfließt nach einer leichten 
Änderung der Bezeichnungen die Formel 

vjli V 
00 , — 1 

jQity, v)j-^{2iyrx)f^ dt = ' r(i-*) • ^~' • -P(f . 1 - »') ; 

kombinieren wir demnach diese Formel mit der aus § 26, (3) er- 
haltenen, indem wir dort — x ^ x • ^^ statt x einführen, so gibt die 
Definition der Zylinderfunktionen zweiter Art 

Y'ix) = cot vn . J^x) - -J— . J-Hx) 

diese andere Integraldarstellung 

j Q{t, v) Y^i^iyix) f^dt = 


= i-:c"^-' • ^ • Rl - e-)e-^^ . cot vn - r P^'\^.''^ 1 . 

L^ '' r(l — i/)flini/3rj 

Für v = wird der Ausdruck rechter Hand in (4) unbestimmt; 
die gewöhnliche Methode liefert aber durch Anwendung der Identität^) 

Y^{x ' eV = Y\x) + niJ\x) 
und der Formel § 26, (4) die neue Integraldarstellung: 
(5) /u (e-0 YK2Vfx)dt = O + log^-^H(.-0 ^ 



und somit gestattet die Differentialformel ^ 



(4) 



1) 2) Handbuch der Zylinderfunktionen, p. p. 12 nnd 28. 
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dies noch allgemeinere Integral 



/■ 



\\{ir')Y\2^/ix)i^dt 



zu bestimmen; der so erhaltene Ausdruck wird indessen äußerst 
kompliziert. 

Setzen wir endlich in (3) v ^ \, so folgt diese mit (5) analoge 
Formel 



(6) 



\LKi) cos mx)di = -^ (V^ - 2i(a;i)) . 





§ 28. Integralsats von Sonin. 

Schon Söldner^) hat bemerkt^ daß der Integrallogarithmus uns 
erlaubt^ den Wert mehrerer bestimmter Integrale unmittelbar her- 
zuleiten; er betrachtet nämlich die Formeln 

(1) / ^ j^ — dt = li {e-?*) - li (c-") 

X 

und findet dadurch für j; =» die beiden bekannten Integraldar- 
stellungen 

(3) /--7^''' = log(^) 



(4) /(-£l.,_^> = ^. 



Wir bemerken noch^ daß die Integralformel 

X 

ohne weiteres f&r x « diese andere 



1) Th^rie et tables d'une nouTelle fonction transcendante, p. 38; 
München 1809. 
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(6) 



Je-'^-co.m ,t^,,^(ß^ 



liefert^ und somit entfließen aus (3) und (4) die beiden folgenden 
Integraldarstellungen : 



Später hat Arndt^) ähnliche Anwendungen des Integralloga- 
rithmus gegeben; in der neuesten Zeit hat aber Sonin') diese 
Integralgattungen von einem allgemeinen Gesichtspunkte aus studiert^ 
ohne offenbar die Bemerkungen von Soldner und Arndt zu kennen. 
Sonin hat nämlich ^ ohne von dem Integrallogarithmus oder den 
verwandten Funktionen Gebrauch zu machen ; den folgenden Satz 
bewiesen: 

Es sei f{i) eine solche Funktion^ daß f{t) log t für t = + <x> ver- 
schwindet, während die Zahlenwerte 

(9) m = a, J /t»(0 log <rf/ = ^ 



endliche, nicht oszillierende Größen sind, dann hat man allgemein die 
beiden Integraldarstellungen: 



(10) 



J%) ---_!.' at ^ Jm = ocoBloO dt = a{C + \oga)-A. 



Daß die beiden in Frage stehenden Integrale einen Sinn haben 
tmd einander gleich sein müssen^ ist eine unmittelbare Folge der 
Formeln (9) und (6); weiter ergibt sich: 

und durch partielle Integration 



1) Gninert Archiv, Bd. 10, p. p. 228, 229; 1847. 

2) Annalen der üniverflität Warschau 1889 (rassisch). 
Kielien, Integrallogarithmiu. 5 
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JfJf> dt = - f{x) log X -Jr\t) log tat, 

X X 

woraus folgt 

X X 

laßt man nunmehr in dieser letzten Formel x gegen Null konver- 
gieren, so resultiert genau die Formel (10). 
Als erstes Beispiel setzen wir 

00 ist dann a » 1 , ^ — 0, und somit finden wir die beiden Formeln 

(">/(r-b-'-")T-/(rf7'-»'("'>)T-''+'°^'- 

Als zweites Beispiel setzen wir 

/'(^) = — • arccot ^ a = l, J. = 0, 
und somit entfließen die Formeln von Sonin 



(12) 



/ (— -arccot^ — ß-'^M Y« / (— arccot^ — cos(a^))=«C + loga. 



Als drittes Beispiel setzen wir 

da nun einer bekannten Formel^) zufolge 

- fj^{t) log tdt=C- log 2 
ist, 80 finden wir die beiden Integraldarstellongen: 
(13) JiJOit) - c-<") ^ =J(./'(0 - cos (at)) ^ - log (2a) , 
die ebenfalls Sonin zu verdanken sind. 



1) Handbuch der Zylinderfimktionen, p. 190. 
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Herrn ite^) betrachtet später^ offenbar ohne die Arbeit von 
Sonin zu kennen, den folgenden Spezialfall der Formel (10): 



/ 



(/•(*) -e-")v. 





wo fix) eine in x echt gebrochene rationale Funktion bedeutet^ so 
daß f{0) - 1 ist. 

§ 29. Weitere Integraldarstelltingen der Eulersohen Eonstaate. 

Als eine weitere Anwendung des Integrallogarithmus woUen 
wir noch das folgende Analogon des Satzes von Sonin beweisen: 
Es sei das bestimmte Integral 

OD 

(1) Q(x) ^frit)e-"dt, 



welches für ^(x)> o konvergiert, für jeden endlichen Wert von Xj 
welcher dieser Bedingung Genüge leistet, eine in x differentiierbare 
Funktion, für welche außerdem 

(2) lim {x^'Q{x))^0 

»1(X) = + 0D 

isty WO Q eine angebbare aber beliebig Meine positive Größe bedeutet, 
dann ist immer für 9i(rp) > o 

OD 

C'Q{x) ^J(QS^Ht +x)- f{t)e-'') log tdt, 



wo C die EvHersche Konstante bedeutet. 
Aus (1) findet sich nämlich 

(3) --J*?(*-t?)rf^=y'/'(^)6-''li(6-'^)d^ «(a: + y)>co, 

y 

woraus durch Anwendung der partiellen Integration folgt: 

OD OD 

(4) Q{x + y)logy + J^^^t + x)\ogtdt ^ ff{t)e-^']i{e'*y)dt; 

führen wir demnach in das Integral rechter Hand in (4) die bekannte 
Entwicklung des Integrallogarithmus ein, so entfließt eine Identität 
von der Form 



1) CasopiB Bd. 23, p. 278—274; 1894. 
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C-Q{x) + F{x,y) - (Q(a; + y) - Q(x))logy + 

-\-J(QW{t + X) -f(f)e-") logtdt; 

V 

da nun offenbar F{x,y) mit y verschwindet, so haben wir nnr in 
dieser Formel ^ = za setzen, um die Integraldarstellnng (3) zu 
erhalten. 

Hinsichtlich der großen Allgemeinheit der so erhaltenen Integral- 
formel (3) bemerken wir, daß sie f Qr jede konvergente FaknliStenreihe 

Q W -2 ^(^+i)---(«-M) 

giltig bleibt, so daß die Theorie der Gammafunktion uns viele 
speziellere Anwendungen unserer Integralformel gestattet 

Als erstes Beispiel betrachten wir die altbekannte Formel 

OD 

(6) !1^^ - fe-"t'-'dt, m(x) > 0, «(v) > 



und finden dann aus (3) 

differentiieren wir nun die Formel (5) nach v, so erhalten wir 

OD 

'"^»"^ (V(v) - loga;) = fe-"t'-nogtdt, 

X •/ 



und somit entfließt aus (8) die elegante Formel 

in der x nicht gleich Null oder einer negativen ganzen Zahl ange- 
nommen werden darf. 

Aus (7) kann eine große Menge anderer Formeln hergeleitet 
werden; setzen wir z. B. v = 1, so folgt 



woraus durch Integration nach x sich ergibt: 
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(9) 









(4.- 


,;.)'■ 




Setzen 


wir 


nun weiter 






(10) 






£(-,*. 


«=0 


«• 

[X+S)'' 



WO demnach | a | < 1 oder speziell a = 1, 9l(v) > 1 ; j a | = 1, 3i(i/) > 
angenommen werden muß^ während x weder Null noch negativ ganz 
sein darf, so folgt aus (7) 

QC 

(11) (C + VW) . t{v,x,a) + D,tiv,x,a) =jD,t{v,t + x,a)hgtdt, 
woraus für a = — 1, v =- 1 eich ergibt: 

(12) 2' -"^^- =f^''(* + 1) ^^«*^'- 

Aus der Formel (6) finden wir in ähnlicher Weise 

OD 

(13) C.ß{x)^J(ß^'Kt + x)--^^)logtdt, m{x)>0, 



(14) 



Hwht + x)- WHt + x + y)- ^-^f^ • e- '') log tdt, 





wo in (14) sowohl 9i(a;)>0 als SR(^ + y)>0 angenommen werden 
muß; aus (13) finden wir für a;=«l, x = ^ Integraldarstellungen 
der beiden Produkte C-log2 und C'jt. 

Es ist bemerkenswert, daß die Formel (6) als eine Ver- 
allgemeinerung derjenigen aus § 28, (11) für /3 =» 1 hervorgehenden, 
von Dirichlet^) herrührenden Integraldarstellung der Euler sehen 
Konstante angesehen werden kann. Setzen wir nämlich in (8) 
< = 1, so leuchtet ein, daß die Formel (6) für v — 1 auch folgender- 
maßen geschrieben werden kann 

OD 



und die Formel von Dirichlet geht dann durch partielle Inte- 
gration aus dieser letzten hervor. 



1) Handbuch der Gammafunktion, pp. 185, 176. 
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Indem wir vorübergehend bemerken, daß das Integral von Bin et*) 

log« - ^{x) -/(^ - I + l)e-"dt, m{x) > 0, 
die Formel 

ac 

(15) (f -fii^t - '»"'Hl + t)-(jzrr-i + ^y') ^°«*^* 

liefert, wollen wir nunmehr die elementare Formel 

oc 

log (i + 1") =J^-=f^e-"dt, 'Si{x) > 0, mx + y) > 



etwas eingehender untersuchen. 

Aus (3) finden wir unmittelbar 

(16) ciog (. + i) - -/(^,-^„ r _^_^-,---::!=fl':i'),„g«, 



woraus für rc = y = 1 eine neue Integraldarstellung für das Produkt 
(7 -log 2 folgt; wenden wir noch die Identität (4) an, so ergibt sich 
nach einer leichten Änderung der Bezeichnungen 

<= OD * 

» = 1 Q 

die Funktion linker Hand in (17) ist der sogenannte „Dilogarithmus".*) 

Aus der Integraldarstellung § 5, (1) finden wir endlich noch 
wegen (17) 

(18) ^^=/--— -^=-^^•li(«-')«i^ 

eine Formel, die überall da giltig bleibt, wo dies mit (17) der Fall ist. 
Es ist bemerkenswert, daß die beiden Integrale in (17) und (18) 
in der durch die Bedingung 9}(a:) ^ 1 bestimmten Halbebene einen 
Sinn haben und somit die analytische Fortsetzung der beiden im 
Innern des Einheitskreises konvergierenden Potenzreihen darstellen. 

1) Handbuch der Gammafunktion, pp. 185, 176. 

2) Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik Bd. 29, p. 377; 1898. 
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Kapitel Y. 
Verschiedene Reihenentwlcklnngeii. 

§ 30. Fartialbxnohentwioklungen. 

Eb ist wohlbekannt, daß schon Schlömilch^) die Funktion 
^Q{XfV) in eine Fakultätenreihe mit dem Argument x entwickelt 
hat, und daß er daraus für v =* 0, v = ^ die entsprechenden 
spezielleren Entwicklungen für die beiden Funktionen ^li(6~*) und 
€'*L(x) hergeleitet hat. Da wir hier nichts Neues über diese Ent- 
wicklungen mitzuteilen haben, und da diese Entwicklungen selbst 
von ziemlich komplizierter Natur sind, so beschränken wir ans auf 
die bloße Erwähnung ihrer Existenz und verweisen den Leser auf 
das Handbuch der Theorie der Gammafunktion, p. 283. 

Ganz dieselben Bemerkungen gelten für diejenigen Reihen- 
entwicklungen, welche Hermite^) und Meli in*) für die Funktion 
Q{x,v) hergeleitet haben; auch sie können unmittelbar auf die 
Funktionen li(e~') und L{x) angewendet werden. Die so erhaltenen 
spezielleren Reihen scheinen aber kein besonderes Interesse dar- 
zubieten. 

In ähnlicher Weise beschränken wir uns hier auf die bloße 
Erwähnung der Neu mann sehen Reihen nach Kugel- und Zjlinder- 
funktionen, welche aus der bekannten Entwicklung^) 



(2) 



^«•Tiö 



hergeleitet werden können; auch diese Formeln werden etwas kom- 
pliziert. 

In diesem Zusammenhang wollen wir mehr im einzelnen die 
Anwendung der beiden elementaren Formeln^) 

(1) Bin(^.) -'^^I'C- D'fc - .-ii) -(«0 



1) Zeitflchrift för Mathematik und Physik Bd. 4, p. 396; 1869 (Qamma- 
fonktion, p. 284). 

2) Journal für Mathematik Bd. 90, p. 882—338; 1881. (Gammafunktion, 
p. 218). 

8) Acta Mathematica Bd. 2, p. 281—282; 1888. (Gammafunktion, p. 214). 
4) 6) Handbuch der Zylinderfunktionen pp. 277, 888. 
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(2) c»«.) - ■'«;.' (i + 2 (- !)• ti-, + 4-) CO. (,0, 

wo X eine willkürliche endliche Größe bedeutet, während — % < f < + ä 
anzunehmen ist, untersuchen; aus (1) ergibt sich ohne weiteres 

*=^ 

woraus wegen § 5, (3) 

(,) .i(..) + |_-£p.|(_,)-(^J_-_J_).(,i(„)+|), 

folgt, eine Gleichung, in der also — ;r < a < + ;r angenommen wer- 
den muß, während x eine willkürliche endliche Größe sein darf, 
unter Zuhilfenahme der Identität 

^ ^ sinffx X -^^ ^ W — s x^sj 

finden wir aus (2) die Entwicklung 

coB{tx) — 1 ^xsinnx ^^ ( — 1)* cos (st) — 1 

t — — - -^ ^ V— "i^ t " ' 

*=i 

und somit ergibt sich wegen § 5, (2) die (3) ähnliche Formel 



ci{ax) — loga; = ---^ -"^ • (C + log a) + 

die überall da anwendbar ist, wo dies mit (3) der Fall ist. 

Um nun auch eine ähnliche Entwicklung für den Integral- 
logarithmus zu erhalten, setzen wir in (3) und (5) ± ix statt rc; 
die Addition oder Subtraktion der so erhaltenen Formeln ergibt 
dann unmittelbar das gewünschte Resultat: 

\i{e"") — logx _ 0+ log« 



(6) 



2x 



in welcher Formel demnach auch — ;r<a< + ;r anzunehmen ist 

Wir überlassen es dem Leser, die entsprechenden Entwicklungen 
für die drei Funktionen L(x)^ C{x) und S{x) herzuleiten. 
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§ 31. Besondere Entwioklnngen für Bi(x). 
Ans der Integralfonnel § 5, (26) 

n 

2 



(1) 



— 8i(a;) = /e-'*'^'^cos(a;8m0)d0 



können noch verschiedene andere merkwürdige Reihenentwicklungen 
hergeleitet werden; führen wir nämlich in das Integral rechter 
Hand die gewöhnliche Potenzreihe statt der Exponentialfunktion 
ein, so ergibt sich aus (1) 



— 9i{x) ""^--"T-^-' / cos(a;sin0)(cos0)'d0, 
und somit liefert die Integraldarstellung von BesseH) 

J'(x)'=— -^'—. . I co8(x8ine)(co8e)»'d0, ^(v)> — ^ 

yn r(v + ^) J 

anter Anwendung der bekannten Eulerscben Formel 

Yjc r(2v) = r(v)r(v + ^) • 2»»-» 

diese erste Entwicklung 

(2) -^^i-)''-2-7r2^-J'(-)> 

.=0 r(- + i) 

die in der ganzen o;- Ebene anwendbar ist. 

Setzen wir demnach in (2) — x statt a:, so erhalten wir 

und somit ergibt die Addition der beiden Formeln (2) und (3) die 
bekannte Entwicklung') 



(4) 






1) Handbuch der Zylinderfunktionen, p. 61. 

2) Handbuch der Zylinderfunktionen, pp. 267, 60 und 61, 66. 
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au0 der sich wegen (2) die folgende Formel ergibt: 

(p) sux)-- ^ ^ , -^ r.^+i/-^ '.-^^ 

die ganz sicher neu ist. 

Aus der Reihenentwicklung von Jacobi^) 

cos(x8ine) =^ e^J**(x)cos{2sQ), 

WO «0=1 ^^^ allgemein f,= 2, fBr ^ > 1, zu setzen ist, finden 
wir nun auch wegen (1) 

TT 

(6) — 8i(a;) =^ f, J*'(>) • / e''^^ co8(5e)rf0. 

Setzen wir aber der Kürze halber 

n 

Q«'»(x) = - . I sin(xsin9> — 2nfp)dq>, 
() 
wo n eine ganze nicht negative Zahl bedeutet, so ist leicht ein- 
zusehen, daß Q^"(x) eine in x ganze transzendente und ungerade 
Funktion sein muß. Benutzen wir dann weiter die bekannte Integral- 
darstellung*) 

/r 
3 



/' 



so entfließt wegen (6) die Reihenentwicklung 

(7) - 8i(a;) = ^■^e,.P-ix){J*'(xi) -\- iQ»'(a;»)), 
aus der durch Änderung der Zeichen von x folgt: 

(8) - si(- a;) - J ■^s,J"{x) (J"x{i) - i Q*'ixi)). 

Die Addition der Formeln (7) und (8) liefert dann die eigen- 
tümliche Formel^) 

1) 2) Handbuch der Zylinderfonktionen, pp. 267, 60 und 61, 66. 
8) Über die Formel (9) vergleiche man meine Abhandlung in Reale Accad. 
dei Lincei, Rendiconti Bd. 16, p« 490—497; 6. Mai 1906. 



§ 82. Fouriersche Reihen für yerschiedene elementare Funktionen. 75 

(9) 1 =^e,J^'ix)J''ixi), 

die ganz sicher neu ist, und somit ergibt sich wegen (7) 

(10) si (x) = - J + ^.■^a.J"{x) Q"(xO. 

* = () 

Wir überlassen es dem Leser, die Integraldarstellung § 5, (27) in 
ähnlicher Weise zu verwenden. 

§ 32. Fouriersche Beihen für versohiedene elementare Funktionen. 

Es ist offenbar, daß die in § 21 entwickelten Formelgruppen 
(1) bis (4) und (12) bis (15) uns unmittelbar gestatten, die Koeffi- 
zienten der folgenden im Intervall <i x <C 27t brauchbaren 
Fourierschen Reihen: 

« = 00 

Bifax) »^»^ (a, cos (5a;) + fc,sin(sa;)) 
«=o 

ci(aa;) ^^^ (a^'co&isx) + 6/sin(5x)) 

* = Ü 

«s=X 

C()/«x) = ^ (c^cosjsx) + d^sinisx)) 



«=: OD 



SiYax)^^ (c,' COS isx) + rf/sin(5x)) 
«=o 
herzuleiten. Da diese Koeffizienten unmittelbar durch Einsetzen in 
die erwähnten unbestimmten Integrale bestimmt werden können, 
80 wollen wir dieselben hier nicht niederschreiben, sondern bemerken, 
daß die beiden ersten Reihen zuerst von Schlömilch^) angegeben 
worden sind. 

unter Anwendung der in § 5 gefundenen Integralformeln lassen 
sich auch unmittelbar verschiedene elementare Fouriersche Reihen 
herleiten. Aus § 5, (3) finden wir z. B. unter Anwendung einer 
elementaren trigonometrischen Identität 

2 rsm{ax) cob(ux) , si{nn + aar) — si {nn — an) 

n J X °" n ' 



1) Zeitschrift far Mathematik und Physik Bd. 6, p. 294—296; 1860. 
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und somit ergibt sich ohne weiteres diese im Intervall — n ^x ^ + n 
anwendbare Reihe 



(1) 



sin (ocx) 1 si (an) 
" x' ^Y'^ n ^ 



H — •^^ (— l)"-"^ (si (nit + an) — si (nit — ajc)) • cos (nx) , 



» = 1 



woraus far a = ± ;r folgt: 

(2) Y — si («ä) + sin (utc) ==»^ (— 1)* " ^ (si (nTC+an) — si {nie — an)) . 

Integrieren wir nunmehr die Formel (1) von bis Xy was 
offenbar durch gliedweise Integration der Reihe rechter Hand ge- 
schehen kann^ so entspringt diese andere Entwicklung 



n = OD 



/o\ » • •/ \ ^1 XBi(ocn) , ^l8i(ii» + a%) — Bi(nx — an) . / v 

(3) y + 81 (aar) = -~ + - ^ - ^ +_^ ->- -T _ A^_._^ -^. 8m(nir), 



n = l 



die ebenfalls im Intervall — tc ^x ^ + n richtig bleibt; der Spezial- 
fall «=»1 ist in etwas anderer Form von Fenolio^) gefunden 
worden. 

In ganz ähnlicher Weise finden wir wegen § 5, (3) diese mit 
(1) analoge Formel 

/ 1 ^ cos (ax) — 1 ^CT si (nn 4- an) 4- Bi (nn — an) — 2 si (n «) . / x 
» = i 

in der ebenfalls — tc ^x ^ + jt anzunehmen ist. 

Wenden wir uns nunmehr zu den elementaren Integraldefini- 
tionen § 5, (24) und (25), so ergeben sich für die Koeffizienten der 
folgenden, im Intervall 0<a:<2.T giltigen, Fouri er sehen Reihe 

i» = » 
(5) /- ^Yl + l '^iPn COS {nx) + h^ sin {nx)) 

die Ausdrücke: 

1) Zitat von Schlömilch in Zeitschrift für Math, und Phys. Bd. 2, p. 101. 
(Literatarzeitnng.) 
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Die partielle Integration liefert nun sofort 

I Vx * cos (nx)dx =» — o- • / ?^5-^^ dx 
'^ 

tn _ 2ä 

/l/ä! • sin (nx)dx = — - ^ + 5- • / ®^®>!|^< rfa:, 
'^ 

und somit folgt diese andere ebenfalls im Intervall < a: < 2;r 
brauchbare Fouriersche Reihe 

nsQo 

11 = 1 
in der der Kürze halber 

W «- - - K 8«»' + y7^^^ ^« ;r + K 8n»- - • y^- 

gesetzt worden ist. 

Integrieren wir aber die Formel (5) von bis Xy so ergibt eine 
Vergleichung mit (7) die numerische Gleichheit 

(9) }/2;r» = 2- -V-.- ' 

Wir erwähnen noch vorübergehend, daß dieselben Integral- 
formeln § 5, (24) und (25) die Koef6zienten der beiden für < a; < 2ä 
anwendbaren Reihen 

#=QC 

(10) "5^«^ =^ (a, cos (sx) + i. sin (sa:)) 



Vi 






(11) ^-.p?^ ^^ (^' ^^® ''^'^) + ^* ^"^ (^'^'0 



unmittelbar bestimmen. 



§ 33. Foniiersohe Reihen für log x, log T (a: + 1) und ^'{x + 1). 

Die Integralformeln § 5, (12) und (13) liefern ohne weiteres 
für die Koeffizienten der Reihe 
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nas PC 

(1) log X =- ÜQ +^ («„ cos {nx) + b^ sin (nx)), 0<x<2jc 



n = l 

die Ausdrücke 

2ä 



a^^^J log a: • cos (nx)dx ^^^^si (2wä) + y) 



27r 

6^ = — / log X • sin (nx)dx = — (ci {2nn) — C — log (2n«)) ; 





direkt ergibt sich 



2/r 





Ziehen wir nunmehr die beiden in § 7, (11) und (12) aus der 
gewöhnlichen logariihmischen Reihe hergeleiteten Entwicklungen 

- log (2 sin-) =2, -T- 

»= 1 

Ä — a; '^Wlain (sx) 

«SS 1 

in Betracht^ und setzten noch in (1) 2jix statt x^ so folgt die 
Formel 

(1 + log^ - i log (2 sin Ttx) + {C + log (2«))(| -x)^ 
^1 (ci {2nn) — log n) sin {2nnx) — si (2n3r) cofl (2nnx) 



? 



in der also < a; < 1 vorauszusetzen ist. 

Setzen wir nun in (2) 1 — x statt x, so erhalten wir durch 
Addition der beiden so gefundenen Formeln 

(3)log^ + log(l-a)-log(28in:rx) + 2 — A-2' "^'"^r^''""\ 

WO ebenfalls < a: < 1 sein muß. 

Da nun die Funktion linker Hand in (3) gleich große Werte 
für x — und x ^ 1 annimmt, so folgt f ür a; =» oder a? = 1 
die numerische Gleichung 
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(4) -(iog(2,)-2)-]fü(ii^), 

die uns später sehr nützlich sein wird. 

Die Formel (2) fordert ganz natürlich zur Vergleichung mit 
der bekannten Reihe von Kummer^) 

I log nx) = (1 - x) (C + log (2«)) + 4 log {£-^) + 

(5) { »=• 

auf; da (5) ebenso wie (2) im Intervall < o; < 1 giltig ist, so gibt 
die Addition dieser beiden Formeln dies Analogon der Kummer- 
sehen Reihe: 



(6) 



log r(a; + 1) 1 + log 1/2^ + 

^^ci {2nn) sin (2n«a;) — si (2n«) cos {2nnx) 



wo also auch < rr < 1 vorauszusetzen ist. 

Aus (6) ergibt sich für o; =» oder o; = 1 die numerische 
Gleichung 

(7) iog>^=i+jf?i^, 

während die Annahme rr = ^ die ähnliche Formel 

(8) log 1/2 = 1+^^=^--^ 

liefert 

Erinnern wir uns nun an die Integralrelation 

X 

J^{x)dx ^losr{x), 

1 
so erhalten wir 

1 

yV(a: + l)rfa; = 



und durch partielle Integration 

1) Handbuch der Gammafdnktion, p. 201. 
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1 1 

/ y (a; + 1) cos(2n7cx)dx = 2n3r • / log r{x -f 1) sin (2njtx)dx 



1 1 

/ y (rc + 1) sin (2nnx)dx =• — 2nn • / log V{x + 1) cos {2n7rx)dx ; 



aus (6) folgt daher dies Analogon der Reihe von Lerch*): 

(9) ^ . W(x + 1) «^(ci &nn) cos {2n7cx) + si (2wä) sin (2n:nra:)) , 

n = l 

eine Formel, die auch im Intervall < j; < 1 richtig bleibt. 
Da nun 

y(i) = -c, v(2):^-c+i, 

so findet sich aus (9) für x = oder x = 1 die numerische Identität 

(10) ^-C=^ci(2nx), 
während die Annahme x = \ die ähnliche Formel 

n = OD 

(11) 1 + log 2 - i (7 =2'(- 1)" «'^ (2««) 

liefert. 

Setzen wir noch in (9) 1 — a; statt rc, so bekommen wir 

(12) ^ y(2 — rc) =»^(ci (2n;r) cos (2n;ra:) - si (2w7r) sin {2n7rx)) , 

woraus durch Subtraktion von (11) und (12) und unter Anwendung 
der beiden Identitöten 

y(a;+l)«i- + y(a;), y(l-a;)-y(ic) = :;rcot«iC 

die andere Fouriersche Reihenentwicklung folgt 

(13) 7C Goinx ^ T- - + 2 • /^ si (2n;r) sin (2nxx) , 

n = l 

die ebenfalls im Intervall < a? < 1 richtig bleibt; fÖr a? — ^ finden 
wir aus (13) 

n — co 

(14) 3r-| = 2-2'(-l)"si(4»»« + 2«). 

11 = 



) 



l) Handbuch der Gammafdnktion, p. 204. 
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§ 34. Analogien der Bemotülisohen Funktionen. 

Aus der von der logarithmischen Reihe aus hergeleiteten Formel 



(1) 



-f =2"^' 0<a:<2« 



ergeben sich durch wiederholte Integration die allgemeinen Ent- 
wicklungen 



.2n + 8r 



^ >' 2 (2n — 1)! ^ (2n — 2r)! ^ ^ ^ ^' 



cos (rx) 

!2n 



(3) 



n X' 

Y ' (2 



n)I ^ (2n — 2r+l)! ^ ^ '-^ ^«« + 1 ' 



r^ ^ 



die für ^x ^2n richtig bleiben, und wo der Kürze halber 



(4) 



1 7^ 



1 



r=sl 



zu setzen ist. 

Eine Anwendung der elementaren Integraldarstellungen § 5 
(2), (3) ergibt dann, wenn in (2) das letzte Glied 5,^ linker Hand 
überfuhrt wird, die beiden Analogien der Formeln (2) und (3) 



r=»i»-l 



(5) 



(-irv«' 



■ (2n — l)!(2n — 1) ^ (2n — 2r] 



»n-ir 



•)I(2n— 2r) 



= (-1)-^ 



ci (rx) — C — log (rx) 



t" 



(6) 



{^1Y8,^-X' 



,2n-2r+l 



n)\ 2n ^ (2n — 2r+l)!(2n — 2r+l) 



r = 



^Bi(rx) + — 



r = l ^ 



Die beiden so erhaltenen Reihen sind ebenso wie (2) und (3) 
für jeden reellen Wert von x konvergent, stellen aber in den ver- 
schiedenen Intervallen von der Größe 2;r verschiedene Funktionen 
von X dar. 

Nielien, Intagrallogarithinaa. 6 
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Für n = wird die Formel (6) sinnlos; aus (1) folgt aber 



(7) 



Tt I X ^Tgi (ro;) , -er 



r=l 



Um nun den Wert von K zu bestimmen, setzen wir in (7) a; = 2;r, 
erhalten dann w^en § 33, (4) 

und es ergibt sich die gesuchte Formel 

r=QD 

(8) T-log«-Y=^^-» 

welche demnach für < a: ^ 2;r richtig ist. 

In ähnlicher Weise finden wir aus (2) und (3) unter Anwendung 
von § 5, (15), (16) die beiden anderen Formeln 



(9) 



«*-i 



(-i)'-«,-«*""*'"'^^ 



n— l)l(2n — ^) ~^ (2n — 2r)I(2n— 2rH-i) ^ 



(-1)-^ 



yi-dvTx) 



r»«+i 



(10) 



a,»»+i 



2 ■(2n)!(2n + 4) ^ (2n — 2r + 1)! (2n — 2r + |) 



r = 



'•^l/f-S(yr:c) 

= (-l)-2-VTi— 



welche dieselben Diskontinuitöten wie (2) und (3) oder (5) und (6) 
darbieten. 

Setzen wir noch in (1) n — x statt x, so erhalten wir die Formel 



(II) 



-2 



(_ \Y "■ ^ sin {rx) 



— 7C <iX< + 7C, 



Wir können somit durch wiederholte Integration allgemeinere 
Formeln, welche (2) und (3) ähnlich sind, herleiten, woraus ohne Mühe 
vier mit den vorhergehenden ähnliche Entwicklungen hervorgehen. 
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Wir beschränken uns indessen auf die speziellere aus (11) ab- 
geleitete Formel 

(12) |=|.log2+2'^=^-«(«^), -n<x< + n. 

«= 1 



Kapitel YI. 
Nnmerisclie Berecbnnng der secbs Transzendenten. 

§ 35. Über die Addition der Argninente. 
Holder^) hat nachgewiesen, daß die Funktion 

(1) li (c-*) - C - log a; = A^^f^ dt 



')-C-logx=f^^, 



keiner algebraischen Fundamentalgleichung Oenüge leisten kann; es 
würde uns indessen viel zu weit führen, hier den Beweis dieses 
Satzes mitzuteilen, so daß wir den Leser auf die Höldersche Arbeit 
selbst hinweisen müssen. 

Als Spezialfälle des Hölderschen Satzes folgern wir aber, 
daß die Funktion (1) weder eine Additionsformel, wie z. B. die 
periodischen Funktionen, noch eine Multiplikationsformel, wie z. B. 
die Gammafimktion, besitzen kann; ähnliches gilt sicher auch f^ 
die sechs Transzendenten, die wir im vorhergehenden untersucht haben. 

Wollen wir daher eine Methode zur numerischen Berechnung dieser 
Transzendenten entwickeln, so bleibt offenbar nichts anderes übrig, 
als eine Taylorsche Reihe oder ähnliche Folgerungen der Definitionen 
dieser Funktionen zu benutzen. 

Ziehen wir zuerst den Integrallogarithmus in Betracht, so ist 
erstens 

(2) 7),n(e-') = *^, 

und somit folgt aus der Formel von Bessel § 2, (12): 
(3) D,» li (e-) = t:ir:l^^>l + (ziiT . p(,, n) , 



1) Göttinger Nachrichten 1887, p. 662—676. 
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aus welcher Gleichnng die Taylorsche Reihenentwicklung 

« = 00 

(4) U (e— *) = U (e-) + log (l + ^) +^^' • P{x, s) ■ (A)', 

die offenbar für jeden endlichen Wert von x und h richtig bleibt, 
wenn nur a; == und x + h = ausgeschlossen werden, hervorgeht. 

Setzen wir demnach in (4) x statt e"' und (1 -\ j statt e"*, 

so finden wir diese andere Formel 



(5) 



üix + h)=^li{x) + log\l+-^/' ) + 



^ 81 \ log« /' 



+ 

» = 1 

die Söldner^) zu verdanken ist; es scheint jedoch bishör unbeachtet 
geblieben zu sein, daß die Koeffizienten in (6) sich so einfach durch 
P-Funktionen ausdrücken lassen. 

Aus der Formel von Bessel § 2, (12) finden wir nun weiter 
ohne Mühe diese andere Entwicklung 



aus der unter Anwendung der Formel von Mellin § 8, (10); 

- — 1+t ^^ 



und der elementaren Integralformel 

OD 



diese andere Reihenentwicklung: 

hervorgeht, in der Ä| < |a;' vorauszusetzen ist. 



_ +1-1' 

« = o 



1) Theorie et tables d'nne nouvelle fonction transcendante, p. 19; 
München 1809. 
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Die allgemeine Formel (6) ist offenbar neu. 
Als ersten Spezialfall von (6) betrachten wir v = 0; demnach 
erhalten wir 

(7) U (e— *) = li (C-) + e-' -^^-^ ■ P(h, s + 1). 

Setzen wir in (7) e~' = y, e^ = Zy so folgt die Formel 

(8) iim=.u(y)^y.V^MfL^, 

^ ^ VW ^^^ ^ ;^ (logy)' ' 

welche von Bessel^) herrührt. 

Weiter finden wir aus (6) für v == ^ die andere speziellere 
Formel 

(9) L(y^+l) = L(>/i)_^.^^(_iy(''-^).^^A±i), 

welche neu zu sein scheint. 

Die allgemeine Formel (6) ist in der Tat höchst merkwürdig; 
denken wir uns nämlich unter v eine feste gegebene Konstante^ und 
h dem festen Intervall einer Tafel gleichgesetzt, so können wir ein 
für allemal die Koeffizienten 

('-/), p(Ä,sfi) 

berechnen und brauchen dann nur in die Formel (6) statt x das 
letzte Ai^ment der Tafel einzuführen, um den Funktionen wert 
des nächstfolgenden Arguments zu finden. 

Wir bemerken noch, daß der genaue Ausdruck der Funktion 
P(x,n) sich in § 2, (11) findet. 

§ 36. Weitere Formeln von Soldner und Bessel. 

Der Integrallogarithmus mit dem Argument x kann nicht in 
eine Potenzreihe von x entwickelt werden, wohl aber kann dies 
mit der Funktion 

(1) ü(l-.) = (7 + log. + log(^?«ii=^)+^3^^!i=^' 



« = 1 



geschehen. 



1) Abbandinngen Bd. U, p. 336. 
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Eine Anwendung der FormeP) 

(2) (^^^y=l+x'^t.(^ + s).a'^\ «Kl, 

f = 

in der die tl;^ die Stirlingschen Polynome bedeuten^ gibt in der 
Tat, nachdem nach x diflferentiiert und dann x ^0 gesetzt ist: 

(3) loe(-^^'^)J^i,,(s)-c^'^\ I« <i. 

Entwickeln wir demnach vermöge (2) jede Potenz rechter Hand 
in (1), so ergibt sich offenbar eine Reihenentwicklung von dieser 
Form 

(4) M(l-x) = ]i{e-') +^A,.x', \x\<l, 
in der der Kürze halber 

(5) 4.-2'^---nr-^--"'^ 

gesetzt worden ist. 

Sollen noch die Stirlingschen Polynome aus (5) eliminiert 
werden, so ist dies unter Zuhilfenahme der bekannten Formeln^) 

(6) c/-(n=:-!n)r*.-(«-i) 



^i 



{t) V,W=2„ + 2 n + l+(n + l)I -*iiJ 2» *^«+i 
sehr leicht möglich; es ergibt sich monlich 



s'-^ 



»=i «»1 

hier bedeuten die B^ die Bernoullischen die C/ die Stirlingschen 
Zahlen. Es ist also identisch 

(9) x(x+l)---{x + n-l) = C,»««+ C7,*«"-H • • • + C,'-^x, 
während bekanntlich') für »^1 

(10) t„(0) - 0, ^,._,(0) = ^-=^,-^ 

zu setzen ist. 



1) 2) 8) Handbuch der Theorie der Gammafunktion, pp. 74, 77, 78. 
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Söldner^) hat zuerst die Potenzreihe (4) angegeben ohne jedoch 
die allgemeine Natur ihrer Koeffizienten zu erkennen; die ersten 
dieser Koeffizienten sind von Bretschneider*) berechnet worden. 

Bessel hat eine andere Reihenentwicklung für den Integral- 
logarithmus angegeben, in welcher ebenfalls die Stirlingschen 
Polynome als Entwicklungskoeffizienten auftreten. Bessel geht 
nämlich von der Identität 

loga: = j) . log VI + \xP -l)) 
aus-, es ist dann wegen (2) 

(11) i5b = V-^ + ^S(-i)''^'(«-i)(^-i); 

da nun offenbar 

X P 1 'y? p-i_ 1 

sein muB; so ergibt sich aus (11) 

(1\ *T^_Z ~ * = °p /» / 1 \» 

_ i-xp)+ 2?+«'2("i)'^-(^-i)7 U"^-i/rf^^ 

WO keine Konstante hinzuzufügen ist, weil die beiden Seiten dieser 
Formel für a; = verschwinden. 
Es ist nun weiter 



woraus auch 
(13) 






i .fiJ-- ifdx = I . AY(0), /•(«) - -*-^ 

folgt, so daß sich die Formel (12) in diese einfachere Form 

(14) li(a;) = log(l-x"') + ^ **:+ J.2'(-l)'V.(s-l)-AY(0) 
bringen läßt, und dies ist genau die Bessel sehe Formel.') 

1) Theorie et tables d*ane nouvelle fonction transcendante, p. 28; 
München 1809. 

2) Journal f&r Mathematik Bd. 17, p. 268; 1887. 
8) Abbandinngen Bd. U, p. 833, (1812). 
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§ 37. Tafeln für U(x), oi(a:) und 8i(a:). 

Die erste numerisclie Tafel über den Integrallogarithmns ist 
von Söldner^) berechnet worden und zwar unter ZuhUfenabme der 
Reihenentwicklung § 35, (5) und der Kettenbruchentwicklung § 17^ 
(10). Diese Methode ist eine äußerst mühsame gewesen und es muß 
die Ausdauer Soldners bewundert werden, um so mehr, da seine 
Tafel dennoch sehr sorgfältig imd genau ist. 

Der Hauptteil der Soldner sehen Tafel gibt die Werte von 
a(x) von ic — bis a; = 1 für das Intervall 0,01 und mit 7 Dezimal- 
stellen an; weiter finden sich zahlreiche Werte von lii(a:) für ganze 
positive Werte von x ebenfalls mit 7 Dezimalstellen ausgerechnet» 
Soldner gibt eine Wurzel der Gleichung 

li, (x) = 
angenähert durch 

a:= 1,4513692346 
an. 

Die Soldnersche Tafel ist später von de Morgan^ abgedruckt 
worden. 

Kurz nachher hat BesseP) seine Formel § 35, (8) angewendet, 
um li,(a?) für verschiedene, sehr große, positive ganze Werte von x 
zu berechnen; über diese Resultate haben wir in § 39 näheres zu 
berichten. 

Gauß^) hat seine allgemeine Methode zur angenäherten 
Quadratur auf einen Wert des Integrallogarithmus angewendet und 
zwar unter Benutzung der folgenden Formel 

ar + Ä 

(1) li,(c+*)-lii(c)-J|rf/ 

welche als eine unmittelbare Folgerung der Integraldarstellung § 4, 
(1) angesehen werden kann. 

Setzen wir in (1) e* statt x und 1 -\ — statt e*, so gibt die 



Transformation e* « ;gf unmittelbar diese andere Integraldarstellung 

x + i 

(2) \i,{x + h)-\i,ix)~f-^ 



x + h 

dz 

logz' 



1) Abhandlungen Bd. n, p. 883, (1812). 

2) Differential and integral calcnlus, p. 662; 1839. 

3) Abhandlungen Bd. 11, pp. 327, 889. 

4) Comment. Gott Bd. 8, p. 74—76; (1814-181Ö); 1816. 
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Es leuchtet übrigens ein, daß die Formeln (1) und (2) nur Um- 
schreibungen der in § 35 gegebenen sind; setzen wir nämlich in (1) 

t=^ + hy dann folgt 

k 

(3) ii,(e«+*)_^(ex)=.e'.J^rf<. 



Denken wir uns nun | a: | > | ä | , so dürfen wir in (3) 

1 1 L j_ J^ _ 

^S H" ^8 



«ö 



x-\-t X 
einführen und dadurch folgt aus (3) eben die Formel § 35, (8). 

Der nächste Berechner des Integrallogarithmus war B ret- 
schneide r. Erstens^) gab er die beiden Zahlenwerte an: 

- 0, 21938 39343 95520 27366 5 

lii (e) = 1, 89511 78163 55936 75547 8; 
sie sind jedoch früher von Soldner'), allerdings nur mit 10 Dezi- 
malen berechnet worden. 

Zweitens berechnete Bretschneider*) die Zahlen werte von 

(4) \\,(e'),li{e-'),ciix),Bi{x)+l 

für alle ganzzahligen Werte von a? =« 1 bis o: « 10 und zwar mit 
20 Dezimalstellen; diese kleine Tafel ist kurz nachher von 
Schlömilch*) wieder abgedruckt worden. 

Drittens hat endlich Bretschneider^) eine ausführlichere Tafel 
berechnet, welche dieselben Funktionen (4) von a? = bis a: = 1 mit 
dem Intervall 0,01 und von a: «-» 1 bis a? =- 7,5 mit dem Intervall 
0,1 und sämtlich mit 10 Dezimalstellen angibt. 

Diese Tafel ist unter Anwendung der Reihenentwicklungen § 1, 
(5), (7) und § 3, (3), (4) hergestellt worden. 

Dieselbe Methode wandte Glaisher^) bei der Berechnung 
seiner noch ausgedehnteren Tafel über die Zahlenwerte der Funktionen 
(4) an. Glaisher gab erstens die Zahlenwerte der obengenannten 

1) Journal für Math. Bd. 7, p. 286; 1887. 

2) Theorie et tables d'une noavelle fonction transcendante , p. 42; 
München 1809. 

8) Grunert Archiv Bd. 8, p. 27—34; 1848. 
4) Analytische Studien Bd. II, p. 196—197; Leipzig 1848. 
6) Programm. Realgymn. Gotha, Ostern 1869. Zeitschrift für Math, und 
Physik Bd. 6, p. 127—189; 1861. 

6) Phil. Transact. of London Bd. 160, p. 867—387; 1870. 
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Riemann^) hat die Ursache der relativen Übereinstimmung 
der beiden Zahlenwerte lii(a:) und 7t{x) entdeckt; wird nämlich 

f{x) = n{x) + ^n{x^) + ^;r (a:i) + . . . . 
gesetzt; so ist nach Riemann 

f{x) = li,(a;) -^(ü (a;i+"'") + «(a^-«.')) + 

OD 

X 

wo die \ ± a,t sämtliche Wurzeln der Gleichung 

bedeuten; über diese Formel vergleiche man auch die Untersuchungen 
von Genocchi*) und Gram*). 

1) Werke, p. 161. 

2) Annali di Mat. Bd. 8, p. 52. 

3) loc. cit., p. 208; 1884. 



Literaturverzeichnis. 



A. Theorie und Tafeln. 



Amstein, H.: Note sux le logarithme-ini^gral. Bull, de aocUU vaudoise 

Bd. 31, No. 119; 1896.») 
Arndt, F.: 1) Über einige bestimmte Integrale. Gnmert Archiv Bd. 10, 
p. 226—232; 1847. 
2) Über einige bestimmte Integrale, welche sieb auf die beiden Integrale 



/'^"■f 



— dx znrückfCüiren lassen. Grruneri Archiv Bd. 10, 

X 



283—240; 1847. 

3) Über eine gewisse Klasse bestimmter Integrale, bei welchen die Funktion 
unter dem Integralzeichen für einen Wert der Veränderlichen zwischen 
den Integrationsgrenzen unendlich wird. Grunert Archiv Bd. 10, p. 240 — 
246; 1847. 

OD OD 

4) Über die Integrale 1 -^——jdx, j ^^^-^dx. Grunert Archiv Bd. 10, 

p. 247—260; 1847. 
Beau, 0.: Analytische Untersuchungen im Oebiete der trigonometrischen 

Reihen und der Foorierschen Integrale, pp. 34—37, 67—60; Halle 1886. 
Beez, R.: Beiträge zur Theorie des Integrallogarithmus. Grunert Archiv 

Bd. 19, p. 419—441; 1862. 
Bellavitis, G.: Tavole numeriche de logarithmo-integrale ossio deir espo- 

nentiale-integrale e di altri integrali euleriani. Mem, d'Istituto veneto 

Bd. 18, p. 126—162; 1876. 

Bessel, F. W.: 1) Über das Integral / p^- Monatl Korrespondenz Bd. 22, 

p. 192; 1810. Abhandlungen Bd. 11, p. 326—327. 

2) Aus einem Schreiben an Lindenau. Monatl. Korrespondenz Bd. 28, p. 192; 

1811. Abhandlungen Bd. II, p. 327—328. 

r dx 
8) Untersuchung der dtirch das Integral I ^ ausgedrückten transzendenten 



Funktion. Königsberger Archiv Bd. 1; 1812. Abhandlungen Bd. II, 
p. 330—342. 

1) Zitat von Gutknecht; die Arbeit ist im Jahrb. über die Fortechr. der 
Math, nicht erwähnt. 



96 LiteraturreneichniB. 

Besäe 1 und Ganß: Briefwechsel. 
Bessel und Olbers: Briefwechsel. 

i . Mim. de 

log 2: 

Turin Bd. 16, p. 19—84; 1806—1808. 
Bierens de Haan, D.: 1) Note snr nne methode pour la r^nctioii d*mt^ 
grales d^finies et sar son application ä quelques formules sp^iales. Ter- 
htmdelingen der Akad. Amsterdam Bd. 2, 64 S.; 1856. 

OB 

/cos { 02^ dos 
F{x)' — rj~~i~' 



oc 

/ -^(^^ 1\ » ®* application de ces formules au cas, que F{x) a 



un ^M^teur de la forme (sinx)^ ou (cosx)''. VerhandeUngen der Akad, 
Amsterdam. Bd. 6, 117 S.; 1867. 
3) Tables d integrales definies. 1858; 2. Aufl. 1867. 
Bretschneider, C. A.: 1) Theoriae logarithmi integralis lineamenta nora. 
Journal for Mathematik Bd. 17, p. 257—285; 1837. 

2) Berechnung der natürlichen Logarithmen, sowie mehrerer anderer mit ihr 
zusammenhängenden Zahlenwerte. Ginnert Arthiv Bd. 3, p. 27 — 84; 1843. 

3) Über die Berechnung des Integrallogarithmua und einiger mit ihm zu- 
sammenhängenden anderen Funktionen. Programm Bealgymn. Go^a, 
Ostern 1869, Zeitschrift für Math, und Physik Bd. 6, p. 127—189; 1861. 

X 

Burgess, J.: On the definite integral — ^ • ( e^'^dt with extended tables of 

values. Edinb. Transactiatts Bd. 39 11, No. 9, 65 S.; 1898. 
Buzengeiger in Monatl. Korrespondenz Bd. 26, p. 285. 
Cluso, T in Mem. della Societä italiana Bd. 12, p. 268; 1806. 

k 

/-» j 
Dawson, H. G.: On the numerical value of 1 e' dx. Lond. Math. See. Pro- 



ceedmgs Bd, 29, p. 519—522; 1898. 
Euler, L.: Institutiones calculi integralis Bd. 1, p. 126; 1768. 
Enneper, A.: Über einige bestimmte Integrale, Zeitschrift für Math, und 

Physik Bd. 6, p. 405—407; 1861. 
Fenolio, J. D.: Essai sur le sinus integral. Turin*). 
Gauß, C. F.: Methodus nova integralium yalores per approximationem in- 

veniendi. Comment Gotting Bd. 3, p. 39—76; 1814-1815 (1816). 
Gauß und Bessel s. Bessel und Gauß. 
Glaisher, J. W. L.: Tables of the numerical values of the sine-integral, 

cosine-integrale and exponential-integral. Phü. Transactions of London 

Bd. 160, p. 367—387; 1870. 



1) Zitat Yon Schlömilch in Zeitschr. für Math, und Phjs. Bd. 2. (Literatur* 
Zeitung.) 



A. Theorie und Tafeln. 97 

2) On a clasB of definite Integrals. Fhil. Magazine (4) Bd. 42, pp. 294—302; 
421—436; 1871. 

3) On the reduction of fonctional Integrals. Messenger (2) Bd. 1, p. 158 — 
163; 1872. 

4) Solution of a qnestion. Educal Times Bd. 17, p. 46—47; 1872. 

5) On certain definite integrals involving the exponential-integral. Quarterly 
Journal Bd. 18, p. 370—377; 1882. 

6) Formnlae for the r'^ integral of a Legendrian-Coefficient and of the loga- 
rithm-integral. Messenger (2) Bd. 12, p. 120—128; 1882. 

Gutknecht, A.: Integrallogarithmus. Diss. Bern 1903. 
Holder, 0.: Über eine Funktion, welche keiner algebraischen Funktional- 
gleichung genügt. Göttinger Nachrichten 1887, p. 662—676. 

OD 

Jacobi, C. G. J.: De fractione continua, in quam integrale \^~' ^ojevolvere 

licet. Journal für MaHiemaiik Bd. 12, p. 346—347; 1834. 
Kämpfe, B.: Tafel des Integrals <!)(•/)= ^^'Ce''^^dt. Wundfs Phil Studien 

Bd. 9, 4 S. 1893. 
Kroncker, L.: Vorlesungen über die Theorie der einfachen und der viel- 
fachen Integrale. Herausgegeben von Netto. Leipzig, Teubner 1894; 
p. 199—214. 
Lacroiz, S. F.: Traitä du calcul differentiel et du calcul integral Bd. H, 
pp. 87—88, 91—92, Bd. HI, p. 612—528; Paris 1816, 1819. 

**^ 
z^'-e ^ dt. Bull: Soc. Math de France 



Bd. 7, p. 12—16; 1879. Werke Bd. I, p. 



S'^x^''- 



2) Sur rintegrale I dx. Bull. Soc. Math, de France Bd. 7, p. 72—81; 

X 

1879. Werke Bd. I, p. 428—437. 
Landsberg, G.: Sur un nouveau developpement de la fonction gamma, qui 

contient la serie de Stirling et celle de Kummer. Mem. Belg. Couronnis 

Bd. 56, 28 S.; 1897. 
Laplace, P. S.: Mecanique Celeste. Bd. lY, live 10. 
Lindman, C. F.: Om nägra integraler I. Öfversigter der Stockholmer AJcad. 

1892, p. 6—19. 
Lindstedt, A.: Zur Theorie der Fresnelschen Integrale. Wiedemann Ännalen 

(2) Bd. 17, p. 720—726; 1882. 
Lommel, E. y.: Zur Theorie der Besselschen Funktionen. Mathematische 

Ännalen Bd. 16, p. 188—208; 1880. 

• OD 

Markoff, A. A.: Table des valeurs de Tint^grale je''* dt. St. Petersburg 

X 

und Leipzig; 1888. 
Mascheroni, L. : Adnotationes adEuleri calculum integralem. Ticini 1790—1792. 

Nielsen, Integridlogarithnias. 7 



> 



98 Literaturverzeichnis. 

Meissel, E.: Beiträge zur Theorie der Reihen. Programm Kiel 1876. Orunert 

Archiv Bd. 60, p. 337—358; 1876. 
Meyer, A.: Expos^ ^^mentaire de la th^orie des integrales däfinies. M6m.de 

Lüge Bd. 7, p. 389—894; 1862. 
Nielsen, N.: 1) Om Definitionen for liCc"""). Nyt Tidsskrift for Math. Bd.7B, 

p. 27—29; 1896. 

2) Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen. Leipzig, Teubner 1904. 

3) Sur une integrale ddfinie. Math. Ann. Bd. 59, p. 89—102; 1904. 

4) Notiz über den Integrallogarithmus. Monatshefte für Math, und Physik 
Bd. 16, p. 7—10; 1906. 

5) Bestimmte Integrale mit der Prymschen Q-Funktion. Monatshefte Bd. 17, 
p. 47—58; 1906. 

6) Sur le d^veloppement en fraction continue de la fonction Q de M. Prym. 
Äccademia dei Lincei Bend. (5) Bd. 15, p. 98—104; 1906. 

Olbers und B es sei s. Bessel und Olbers. 

Opitz, H. B. G.: 1) Die Kramp-Laplacesche Transzendente und ihre um- 
kehrung. Programm Königsstädt. Bealgymn. Berlin 1900, 29 S. 

X 

2) Über die Auflösung der transzendenten Gleichung j e"^* dx = {y2. 



Arch. der Math, und Physik (3) Bd. 6, p. 42—46; 1903. 
Oumoff, N. A.: 1) Die geometrische Bedeutung der Fresnelschen Integrale. 
Odessa Ges. Bd. 6, p. 67—86; 1886 (russisch). 
2) Interpretation gäometrique des integrales de Fresnel. Journal de Phys. 
(8) Bd. 6, p. 281—289; 1897. 
Pendlebury, R.: 1) Note on some definite integrals. Phil, Mag. (4) Bd. 4, 
p. 487—440; 1871. 
2) On the Squares of transcendents. Messenger (2) Bd. 1, p. 181—186; 1872. 

' dx 
logrr' 
Turin Bd. 12, p. 146—267; 1812. 

Popov: Sur la valeur de Tint^grale däfinie p"**'- c^'* + *'^*da;. BuU. Phys. 



Math. St. Päersbourg Bd. 16, p. 307—313; 1857. 
Raabe, J, L.: Die Differential- und Integralrechnung. Bd. I, p. 847 — 876; 

Zürich 1839. 
Radau in Ännales de l'Observatoire de Paris Bd. 18. 
Schendel, L.: Die Beroullischen Funktionen und das Taylorsche Theorem. 

Jena 1876. 
Schlömilch, 0.: 1) Beitrilge zur Theorie bestimmter Integrale. Jena 1848. 

2) Über einige merkwürdige bestimmte Integrale. Grunert Archiv Bd. 6, 
p. 204—212; 1844. 

3) Note sur quelques integrales definies. Journal für Math. Bd. 88, p. 816—824; 
1846. 

4) Sur Tintegrale definie / , • c"**. Journal für Math. Bd. 88, p. 826— 
828; 1846. 



/ax 



A. Theorie und Tafeln. 99 

6) Bemerkung zur Theorie des Integrallogarithmus. Gruneri Archiv Bd. 9, 
p. 6—8; 1847. 

6) Zur Theorie des Integrallogarithmus. Grunert Archiv Bd. 9, p. 309—318; 
1847. 

7) Analytische Studien. Leipzig 1848. 

8) Ober den Integralsinus und Integralkosinus. Grunert Archiv Bd. 11, p. 889— 
396; 1848. 

9) Über eine unendliche Reihe. Zeitschr. f. Math, und Phys. Bd. 8, p. 180— 
187; 1868. 

10) Über eine transzendente Funktion. Zeitschr. für Math, und Phys, Bd. 4, 
p. 433-437; 1869. 

11) Über Fakultätenreihen. Leipziger Berichte Bd. 11, p. 109—137; 1869. 
Zeitschr. für Math, und Phys. Bd. 4, p. 390-416; 1869. 

12) Über den Integralsinus und den Integralkosinus. Zeitschr. für Math, und 
Phys. Bd. 6, p. 294—296; 1860. 

13) Über zwei bestimmte Integrale. Zeitschr. für Math, und Phys. Bd. 10, 
p. 76—80; 1866. 

14) Über einige allgemeine Integralformeln. Zeitschr. für Math, und Phys. 
Bd. 10, p. 162—166; 1866. 

16) Über einige Integrale von allgemeiner Form. Zeitschr. für Math, und 

Phys. Bd. 18, p. 316—319; 1879. 
16) Kompendium der höheren Analysis Bd. II; 1879. 
Schols, CM.: De half-convergente reeks for bereckning von de integral 

i|,(5) = e**.Je-=\Z^r. Veisl. en Meded. (3) Bd. 2, p. 40—66. 1886. Ann. 

z 

de TEcole polytechn. Delft Bd. 1, p. 213—227; 1886. 

Söldner^ J.: 1) Theorie et tables d'une nouvelle fonction transcendante. 
München 1809. 
2) Brief nach Lindenau. Monath Korrespondenz Bd. 23, 1811. Abgedruckt 
als Note in Bessel: Abhandlungen Bd. IE, p. 327 — 330. 

T. Sonin, N.J.: Über den Grad von Genauigkeit der Bestimmung der Zahlen- 
werte der Integrale. Petersburger Abhandl. Bd. 69, p. 1—80; 1892. 

Stenberg: Tabulae logarithmi integralis I— III. Malmö 1861, 1867, 1871. 

Stieltjes, T. J.: 1) Recherches sur quelques s^ries semi-convergentes. Annales 
de VEc. Normale (3) Bd. 3, p. 201—268; 1886. 

a 

2) Note sur le d^veloppement de rintegraleTc^'da;. Acta Mathematica. Bd. 9, 

u 
p. 167—176; 1886. 

Q u A 17 Q 1 . i^ 1 j^i: . /V'^'j;**-^^ /cos (Äa:)a:'* - ^ , 

Svanberg,A. F.: Sur les mtägrales d^fimes I — -—, — ^—dx. I — —-/- i — dx, 

J t + x* 'J 1+x* 

« 

I sin (ßx\x^~^ 

j jV -» — ^^- Journal de Math. Bd. 11, p. 197—200; 1846. 



Yallier, E.: Stir Tint^grale eulerienne incompl^te de deuxieme esp^ce et sur 
rintegrale ind^finie des fonctions pr^c^dantes. Comptes rendus Bd. 132, 
p. 1391—1396: 1901. 

1* 



100 Literaturverzeichnis. 

Walton, W.: On the expression of a certain function in the form of a series. 

Quarterly Journal Bd. 10, p. 87—93; 1869. 
Whittaker, E. T.: An expression of certain known functions as generalized 

hypergeometric fonctions. American Math. Soc. Bulletin (2) Bd. 10, p. 125 — 

134; 1903. 
Winckler, A.: Über die Reduktion doppelter Integrale auf Quadraturen. 

Journal für Math. Bd. 46, pp. 110—111, 147—148, 151; 1853. 



B. Zahlentheoretisohe Anwendungen. 

Bachmann, P.: Die analytische Zahlentheorie. Leipzig, Teubner 1894. 
Franel, J.: Sur la fonction £(Q de Riemann et son application k Tarithmätique. 

Züricher Naturf.-Ges. Bd. 41 II, p. 7—19; 1896. 
Genocchi, A.: Formole per determinare quanti siano i numeri primis fino ad 

un dato limite. Ännali di Metematica Bd. 3. 
Gram, J. F.: Undersögelser angaaende Mängden af Primtal under en given 

Gränse. Gekrönte Preisschrift. Afhandlinger der Kopetihagener AJkad. (6) 

Bd. 2, p. 183—308; 1884. 
Hargreave, C. J.: 1) Analjtical researches conceming numbers. Fhil, Mag. (3) 

Bd. 35, p. 36—63: 1849. 
2) On the law of prime numbers. Fhil. Mag. (4) Bd. 8, p. 114—123. 1854. 
Holmgreen, E.: On primtalens fördeling. Stockholmer Öfversigter Bd. 69, 

p. 221—225; 1902. 
Johnson, W. W.: On the distribution of primes. Analyst. Bd. 2, p. 9—22; 

1875. 
V. Koch, H.: 1) Sur la distribution des nombres premiers. Comptes rendus 

Bd. 130, p. 1243—1246; 1900. Acta Mathematica Bd. 24, p. 159—182; 1900. 

2) Sur la distribution des nombres premiers. Congres intern. Math. Paris 
1900, p. 195—198. 

3) Über die Biemannsche Primzahlfunktion. Math. Annalen Bd. 55, p. 441— 
464; 1901. 

Landau, E.: 1) Sur quelques problemes relatifs ä la distribution des nombres 
premiers. Bulletin Soc. Math, de France Bd. 28, p. 26—38; 1900. 

2) Neuer Beweis des Primzahlsatzes und Beweis des Primidealsatzes. Math. 
Annalen Bd. 56, p. 646—670; 1903. 

3) Über die Primzahlen einer arithmetischen Progression. Wiener Berichte 
Bd. 112, p. 493—636; 1903. 

V. Mangoldt, H.: Über eine Anwendung der Riemannschen Formel för die 
Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze. Journal für Math. 
Bd. 119, p. 65—71; 1893. 

Mertens, F.: Über eine zahlentheoretische Funktion. Wiener Berichte Bd. 106, 
p. 761—830; 1897. 

Phragm^n, E.: 1) Sur le logarithme-int^gral et la fonction f{x) de Biemann. 
Stockholmer Öfversigter Bd. 48, p. 599—616; 1891. 
3) Über die Berechnung der einzelnen Glieder der Riemannschen Primzahl- 
formel. Stockholmer Öfversigter Bd. 48, p. 721—744; 1891. 



C. Anwendangen auf Wahrscheinlichkeitsrechnung*. " - " : lOl' ; 

8) Sur une loi de sym^trie relative k certaines formules asymptotiques. Stock- 
holmer Öfversigter Bd. 58, p. 181—282; 1901. 
Riemann, B. : Über die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Größe. 

Berliner Monatsberichte 1869. Werke p. 146—155. 
Scheibner, W.: Über die Anzahl der Primzahlen unter einer beliebigen Grenze. 

Zeitschr. für Math, und Phys, Bd. 5, p. 232—252; 1860. 
Schmidt, F.: Über die Anzahl der Primzahlen unter gegebener Grenze. 

Math. Annalen BJ. 57, p. 195—204; 1903. 
Tschebytscheff; S. L.: 1) Sur la totalitä des nombres premiers inf^rienrs 

ä une limite donnee. Journal de Math. Bd. 17, p. 341—366; 1862. 
2) Über die Residuen, welche die angenäherten Werte der Integrale geben. 

Petersburger Ahha^idlungen Bd. 55, p. 1—50; 1887 (russisch), 
de la Yallde-Poussin, C: Sur la fonction J;{s) de Riemann et les nombres 

des nombres premiers inf^rieurs ä une limite donnäe. Belg. Mim. Couronnds 

Bd. 69, S. 74; 1899. 



C. Anwendungen auf Wahrsoheinliohkeitsreohnung. ^) 

Bachelier, L.: Theorie math^matique du jeu. Ann. de VEcole Normale (3) 

Bd. 18, p, 143—210; 1901. 
Bertrand, J.: 1) Remarque. Cowptes rendus Bd. 81, p. 458 — 459; 1875. 
2) Addition k la Note relative au thäor^me de M. Bienajm^. Comptes rendus 

Bd. 81, p. 491—492; 1875. 
8) Note sur un th^oreme du calcul des probabilites. Comptes rendus Bd. 114, 

p. 701—703; 1892. 
Bienaymä: Application d'un th^r^me nouveau du calcul des probabilitäs. 

Comptes rendus Bd. 81, p. 417—423; 1875. 
Bruns, H.: Über die Darstellung von Fehlergesetzen. Astrofi. Nachr. Bd. 143, 

p. 329—340; 1897. 
Dirichlet, P. G. Lejeune: Demonstration du th^or^me de Bemoulli. Wei^ke 

Bd. II, p. 354—357. 
Edgeworth, F. Y.: On the law of error and the elimination of chance. Phil. 

Mag. (6) Bd. 21, p. 308—324; 1886. 
Eggenberger, J.: 1) Beiträge zur Darstellung des Bemoullischen Theorems, 

der Gammafunktion und des Laplacescben Integrals. Diss. Bern 1889. 

Bemer Naturf.-Ges. 1893, p. 110—182. 
2) Zur Darstellung des Bemoullischen Theorems in der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Zeitschr. für Math, und Phys. Bd. 45, p. 43—51; 1900. 
Gazot, E.: Formule pratique simple de la probabilit^ d'un erreur, dtant donnee 

sa grandeur en fonction de Täcart probable. Bevue d' Astron. Bd. 57, 

p. 70—73; 1900. 
Liapounoff, A.: 1) Sur une proposition de la th^orie des probabilit^s. 

St. Petersburger BuUetin (5) Bd. 13, No. 4, p. 359—386; 1900. 



1) Nicht angeführt sind hier Lehrbücher der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Überhaupt darf diese Abteilung C auf Vollständigkeit keinen Anspruch machen. 



•162 \ *" -*• " Literaturverzeichnis. 

* 2) Sur un th^or^me du calcnl des probabilit^s. Cotnptes rendus Bd. 132^ 

p. 126—127; 1900. 
3) üne propoition gändrale du calcul des propabilit^s. Comptes rendus 

Bd. 182, p 814—815: 1900. 
Lüroth, J.: Vergleichung von zwei Werten des wahrscheinlichen Fehlers. 

Astron. Nachr. Bd. 87, p. 209—220; 1876. 
Mansion, P.: 1) Sur le th^or^me de Jacques Bernoulli. BruxeTUs Soc. seien t. 

Bd. 22 A, p. 3—4; 1898. 
2) Demonstration du th<^oreme de Jacques Bernoulli. Sur une integrale con* 

sidör^e en calcul des probabilit^s. Bruxelles Soc. scient. Bd. 26 B, p. 191 — 

214; 1902. 
Monro, C. J.: Note on the inversion of Bemoullis theorem in probabilities. 

Lond. Math. Soc. Proceedings Bd. 6, p. 74—78; 1874. 
d'Ocagne, M.: Sur une application de la thdorie de la probabilit^ des erreurs 

aux nivellements de haute präcission. Comptes rendus Bd. 120, p. 717 — 720; 

1896. 
Pritz, H.: Memoire sur les principes fondamentaux de Tapplication du calcul 

des probabilit^s aux question d'artillerie. Hevue d'ArtiU. Bd. 82, pp. 218 — 

240, 313—343; 1888. 
Seeliger, H.: 1) Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen über die Verteilung zu- 
fälliger Fehler. Abtron. Nachr. Bd. 97, p. 289—304; 1880. 
2) Über die Verteilung der nach einer Ausgleichung übrig bleibenden Fehler. 

Münchener Belichte 1899, p. 8—21. 
Tschebytscheff, P. L.: Zwei Theoreme über die Wahrscheinlichkeiten. 

Petersburger Abhandlungen 1887 (russisch). 
Wal ton, W.: On the expression of a certain function in the form of a series. 

Quarterly Journal Bd. 10, p. 87—93; 1869. 
Weinberg, B.: Über die Wahrscheinlichkeit einer Fehlerverteilung. Astron. 

Nachr. Bd. 163, p. 193—204; 1900. 



D. PhysikaUsohe Anwendungen. 

Abria: Sur la difEraction de la lumiere. Journal de Math. Bd. 4, p. 248 — 

260; 1839. 
Beez, R.: Über HydrodifiPusion in begrenzten zylindrischen Gefäßen. Zeitschr. 

für Math, und Phys. Bd. 10, p. 358—389; 1865. 
Boussinesq, J.: Probleme du refroidissement d*un mur par rayonnement, 

ram^n^ au cas plus simple oü le refroidissement aurait Heu par contact. 

Comptes rendus Bd. 180, p. 1731—1736; 1900. 
Bruns, H.: Zur Theorie der astronomischen Strahlenbrechung. Leipziger 

Berichte Bd. 48, p. 164—227; 1891. 
Carls law, H. S.: Some multiform Solutions of the partial differential equations 

of physical mathematics and their applications. Londoner Math. Soc. 

Proceed. Bd. 80, p. 121—161; 1899. 
Canchy, A. L.: 1) Troisidme et quatrieme lettre ä M. Libri sur la th^orie de 

la lumiöre. Comptes rendus Bd. 2, p. 456-461; 1886. 



D. Physikalische Anwendungen. 103 

2) Note snr la difEraction de la Imni&re. Comptes rendus Bd. 16, pp. 654 — 
656, 673—578; 1842. 

3) Memoire aar les ph^nomänes des ombres et de la diffraction. Comptes 
rendus Bd. 15, p. 605—618; 1842. 

Chwolson, 0.: Grundzüge einer mathematischen Theorie der inneren Diifnsion 

des Lichtes. St. Petersh. Bull. Mü. phys. et chim. Bd. 18, p. 83—118; 1889. 

Exner Bep. Bd. 26, pp. 364—377, 385—405; 1889. 
C^saro, E.: Sur la coorbe repräsentative des ph^nom^nes de diffraction. 

Comptes rendus Bd. 110, p. 1119—1123; 1890. 
Conrnn, A.: Stades snr la diffiraction, mäthode g(^om^trique pour la discussion 

des probl^mes de diflxaction. Comptes rendus Bd. 78, p. 118—117; 1874. 
Fresnel, A.: Memoire sur la diffraction de la lumi^re. Mem. de V Institut 

de France Bd. 5, p. 389—476 (1821—1822); 1826. 
Gilbert, Ph.: Becherches analytiques de la diffiraction de la lumi^re. Mhn. 

couronn^ et de sav. etr. Bruxelles Bd. 31, 1863; 52 S. 
Grüneisen, A.: Über die Bestimmung des metallischen Wärmeleitvermögens 

und über sein Verhältnis zur elektrischen Leitfähigkeit. Ann. der Physik (4) 

Bd. 3, p. 48—74; 1900. 
Hansemann und Eirchhoff s. Eirchhoff und Hansemann. 
Hausdorff, F.: Zur Theorie der astronomischen Strahlenbrechung. Leipziger 

Berichte Bd. 48, p. 481—566; 1891. 
Indra, A.: Über die Bestimmung der Temperatur einer veränderlichen Wärme- 
quelle in einer bestimmt gegebenen Zeit. Wieyier Berichte Bd. 105, p. 822- 

838; 1896. 
Jäger, G.: Zur Theorie der Dampfspannung. Wiener Berichte Bd. 99, p. 679 — 

682; 1890. 
Eirchhoff und Hansemann: Über die Leitungsfähigkeit des Eisens für 

Wärme. Poggendorff Ännalen (2) Bd. 9, p. 1—47; 1880. 
Enochenhauer, E. W.: l) Über die örter der Maxima und Minima des ge- 

beug^n Lichtes nach den Fresnelschen Beobachtungen. Poggendorff 

Ännalen Bd. 41, p. 103—110; 1897. 
2) Die ündulationstheorie des Lichtes. Berlin 1839. 
Eramp: Analyse des r^fractions astronomiques et terrestres. Straßburg 1799. 
y. Lommel, E.: 1) Die Beugungserscheinungen geradlinig begrenzter Schirme. 

Münchener Abhandlungen Bd. 15, p. 529—664; 1886. 

2) Die Photometrie der diffusen Zurückwerfungen. Wiedemann Ännalen (2) 
Bd. 88, p. 478—502; 1889. 

3) Theorie der Dämmerungsfarben. Münchener Abhandlungen Bd. 19, p. 449 — 
508; 1899. 

del Lungo, C: Della density dei liquidi e dei vapori saturi corae funzione 

della temperatura. Borna Äccad. dei Lincei Bend. (5) Bd. 7, p. 353—358; 

1898. 
Mascart: Sur la thäorie de la propagation de T^lectricit^ dans les conducteurs. 

Comptes rendus Bd. 86, p. 966—968; 1878. 
Meyer, 0. E.: Über die Reibung der Flüssigkeiten. Journal für Math. Bd. b9, 

p. 229-308; 1861. 
v. Oppolzer, T.: Vorläufige Mitteilung über eine neue Refraktionsformel. 

Ästron. Nachr. Bd. 89, p. 865; 1877. 



104 Literaturverzeichnis. 

Lord Rayleigh: The form of standing wavee on the surface of running water. 

Land. Math. Soc. Proceed. Bd. 16, p. 69—78; 1884. 
S c h 1 f f , A. : Zur Theorie der PolarisatioDsströme. Ges, d. Naturkunde Moskau 

Bd. 8 II, p. 22—43; 1890 (russisch). 
Stefan, J.: Über einige Probleme der Theorie der Wärmeleitung. Wiener 

Berichte Bd. 98, p. 473—484. 1889. 
Struve, H.: Freenels Interferenzerscheinungen theoretisch und experimentell 

bearbeitet. Biss. Dorpat 1881. Wiedemann Anndien (2) Bd. 15, p. 49— 

80; 1882. 
Voigt, W.: Zur Theorie der Beugung ebener inhomogener Wellen an einem 

geradlinig begrenzten unendlichen und absolut schwarzen Schirm. Göttinger 

Nachrichten 1899, p. 1—38. 
van der Waals, J. D.: Thermodynamische theorie der capillarität in de 

onderstelling von continue dichtheidsverandering. Amsterdamer Verh. 

Bd. 1, No. 8, p. 1—56; 1892. 
Weber, H.: 1) Über den Temperaturausgleich zwischen zwei sich berührenden 

heterogenen Körpern. Göttinger Nachrichten 1893, p. 722—730. 
2) Die partiellen DiflPerentialgleichungen der mathematischen Physik. Bd. I, 11. 

Braunschweig 1900, 1901. 
Weber, H. F.: Die wahre Theorie der Fresnelschen Interferenzerscheinungen. 

Poggendorff Annalen (2) Bd. 8, p. 407—444. Naturf. Ges. Zürich Bd. 24, 

p. 33—76; 1879. 
V. Wrangel, F.: Über eine in oceanographischen Werken vorkommende falsche 

Formel. Wiedemann Annalen Bd. 65, p. 238—240; 1898. 



Alphabetisches Register. 



Autorennamen in Verbindungen wie z. B. Neumannsche Reihen werden hier 

im Eegister nicht für sich zitiert. Unter „Funktion** findet man die spezielleren 

Funktionen aufgezeichnet, welche im Bache vorkommen. 



Arndt, F. 6. 8. 66. 
Asymptotische Reihe für 
ci(a;) 38. 

— li(c""') 87. 

— si(a?) 38. 

— Ci^x^ 88. 

— L{x) 37. 

— Q(x, 1 — v) 37. 

— S{x) 38. 

Beau, 0. 24. 
Bellavitis, G. 90. 
Bemoullische Zahlen 86. 
Bessel, F. W. 6. 6. 8. 9. 

10. 34. 89. 73. 88. 84. 

85. 87. 88. 
Bierens de Haan, D. 36. 
Binet, J. 70. 
Bretschneider, C. A. 8. 36. 

87. 89. 
Burgess, J. 91. 

Dawson, H. G. 91. 
Differentialqnotient von 
ci(a;) 11. 

— liCe"*) 11. 

— si {x) 11. 

— C(x) 12. 

— L{x) 12. 

— S{x) 12. 
Dilogarithmus 70. 
Dini, ü. 48. 67. 
Dirichlet, P. G. Lejeune 

69. 



Diskontinuierliche Inte- 
grale 60. 61. 64. 

Enneper, A. 82. 
Euler, L. 3. 20. 21. 
Eulersche Eonstante 2. 8. 

4. 6. 7. 9. 10. 11. 16. 

19. 26. 26. 27. 66. 60. 

63. 64. 66. 66. 67. 68. 

69. 70. 72. 78. 79. 80. 

81. 88. 86. 
Eytelwein, J. A. 9. 

Fakultätenreihen 9. 68. 71. 
Fenolio, J. 16. 76. 
Fouriersche Reihen für 

yx n, 

— I:y5 76. 

— ci {ax) 76. 

— (cos (aa?) — 1) : a; 76. 

— cos (ax):yx 77. 

— logj; 78. 

— log r{x + 1) 79. 

— si (ax) 76. 76. 

— sin (ax):x 76. 

— sin(ofa;) :Yx 77. 

— CCj/ax) 75. 

— s(yax) 76. 

— V(x+1) 80. 
Fresnel, A. 8. 92. 
Fresnelsche Integrale s. 

C{x) u. Six). 
Funktion : 

ci(a;) (Definition) 6. 



11(6"*) u. lij (c*) (Def.) 

2. 
li (x) u. lij (x) (Def.) 3. 
si(a;) (Definition) 3. 
C{x) (Definition) 7. 
F(a, ft y, X) 31. 40. 48. 
J^'ix) 69. 60. 61. 62. 68. 

66. 71. 73. 74. 76. 
L{x) (Definition) 7. 
P{x, v) 1. 2. 4. 6. 6. 8. 

9. 66. 58. 69. 63. 83. 

84. 86. 
Qix,v) 1. 2. 4. 6. 7. 17. 

19. 20. 21. 26. 26. 30. 

81. 36. 36. 87. 42. 44. 

46. 47. 48. 64. 65. 67. 

68. 69. 60. 62. 68. 71. 

84. 
S{x) (Definition) 7.' 
Y^ix) 63. 64. 
ß{x) 82. 83. 68. 
S(x) 98. 94. 
i(v,x,a) 69. 
if>^{x) 86. 87. 
q{x) 28. 29. 80. 
V(x) 16. 38. 56. 68. 69. 

70. 79. 80. 
TT^\x) 62. 63. 
ß"(x) 74. 76. 

Gauß, C. F. 40. 88. 93. 
Genocchi, A. 94. 
Glaisher, J. L. W. 89. 90. 
91. 



106 



Alphabetisches Register. 



Goldschmidt 93. 
Gram, J. P. 90. 94. 

Hermite, C. 67. 71. 
Holder, 0. 83. 
Holmgreen, E. 93. 
Hypergeometrische Funk- 
tion 8. 2*^(a,j?,y,ir). 

Integraldarstellung von 
ci(a?) 11. 18. 

— 11(6"*) 11. 18. 19. 20. I 
24. 26. 27. ' 

— liCc-'):^; 82. ' 

— (li («"'))' 82. I 

— si(a;) 11. 18. 18. | 

— C{x) 12. 13. 18. 28. 

— L{x) 12.18.18.19.27. 1 
28. I 

— (L{x)y 38. I 

— Q{cLX,v)'Q{ßx,Q)U 

— S{x) 12. 18. 18. 28. 1 

— q{x) 28. 29. 80. ' 
Integralkosinus s. ci. 
Integrallogarithmus s. li. I 
Integralsinus s. si. { 

I 
Jacobi, C. G. J. 48. 74. 

i 

Kämpfe, B. 91. i 

Kettenbrüche 41 ff. 
Knochenhauer, K.W. 10. j 
V. Koch, H. 98. 
Kramp 8. 90. 91. | 

KrampscheTranszendente 

s. L{x), 
Kronecker, L. 24. | 

Kugelfonktionen 71. | 



Kummer, E. E. 79. 

Lacroiz, S. F. 8. 
Laguerre, E. 44. 46. 
Landau, E. 98. 
Laplace, P. 8. 8. 24. 48. 
Legendre, A. M. 9. 42. 
Lerch, M. 80. 
Lindstedt, A. 92. 
V. Lommel, E. 10. 
Lommelscbe Funktion 

8. JV^\X). 

Markoff, A. A. 91. 
Mascheroni, L. 3. 5. 8. 86. 
Mellin, H. 71. 
Mellinsche Integralformel 

19. 26. 86. 42. 84. I 
Meyer, A. 91. 1 

de Morgan 88. ' 

Neumannsche Reihen 71. , 

Oppermann, L. 90. j 

Petersen, J. 98. | 

Phragm^n, E. 93. 

Raabe, J. L. 24. 28. 29. 80. 
Reihenentwicklungen für 
ci(a;) 7. 10. 72. 

— liC«-*) 2. 9. 72. 84. 
86. 86. 87. 

— 8i {x) 7. 10. 72. 78. 74. 
76. 

— C{x) 8. 10. 

— L{x) 7. 10. 86. 

— S{x) 8. 10. 



Riemann, B. 98. 94. 

Scheibner, W. 92. 
Schendel, L. 10. 
Schlömilch, 0. 8. 16. 24. 

26. 27. 28. 48. 49. 66. 

69. 71. 76. 76. 81. 
Soldner, J. 42. 43. 46. 64. 

66. 84. 87. 88. 89. 
V. Sonin, N. 65. 66. 
Stenberg 90. 
Stieltjes, T. J. 24. 
Stirlingsche Polynome s. 

— Zahlen 86. 

Tannery, J. 46. 

Unbestimmtes Integral 
von ci(ir) 11. 

— ci(aa?) • dißx) 63. 

— ci (ax) • si (ßx) 64. 

— li(c-') 11. 

— liCe-^^-liCe"'^*) 68. 

— si(a;) 11. 

— si {ax) • si (ßx) 64. 

— dx) 12. 

— L{x) 12. 

— S{x) 12. 

de la Vall^e-Poussin, Ch. 
98. 

Wallis, J. 89. 
Winckler, A. 82. 88. 

Zylinderfunktionen s. 

J'^ix) u. T'ix). 



STANFORD UNIVERSITY LIBRARY 



T» avoid iine, this book should be returned on 
or before the date last stäinped below. 



7.i^ 



ÄüfrrtnsBS 

MAR 5 1<99 



IHIIIIIIIIIIIII 

a bios DOS o^l TSb 



ö 




i'\ 



Cft. 



OA 
N5 




